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AVERTISSEMENT, 


Tous  ceux  qui  s'adonnent  à  l'étude  des  Sciences 
mathématiques  savent^issez  qu'une  théorie  peut  ra- 
rement être  saisie  dans  tous  ses  détails,  si  on  ne 
l'applique  à  de  nombreux  exemples.  Aussi,  des 
hommes  distingués  qui  se  sont  consacrés  en  France  a 
l'enseignement  des  Sciences  exactes  ont  eu  soin  de 
présenter  à  la  jeunesse  des  Recueils  de  Problèmes 
sur  les  différentes  branches  des  Mathématiques.  Ces 
Recueils  nous  manquent  presque  entièrement  pour 
la  Mécanique  rationnelle,  et  cependant  cette  science 
est  peut-être  la  plus  féconde  en  applications  utiles 
et  intéressantes. 

C'est  pour  combler  cette  lacune,  autant  qu'il  est 
en  moi,  que  j'ai  écrit  cet  ouvrage.  Je  parcours  une 
à  une  les  questions  qui  font  l'objet  des  Cours  ordi- 
naires, en  conservant  autant  que  possible  l'ordre  le 


AVERTISSEMENT. 


plus  généralement  suivi.  Après  avoir  rappelé  briè- 
vement les  formules  générales  données  par  la  théorie, 
et  consacré  quelques  lignes  à  l'historique  de  la  ques- 
tion, je  résous  avec  détails  une  suite  de  Problèmes, 
choisis  de  manière  à  présenter  les  différents  genres 
d'applications;  ensuite  je  propose  une  seconde  série 
de  Problèmes,  en  général  plus  simples,  et  dont  le 
résultat  est  seulement  indiqué.  La  plupart  de  ces 
Problèmes  sont  extraits  d'Auteurs  célèbres  ou  de 
journaux  modernes;  les  sources  premières  sont  ci- 
tées toutes  les  fois  qu'elles  sont  parvenues  à  ma  con- 
naissance. Néanmoins,  le  plus  souvent  les  questions 
ne  sont  pas  résolues  à  la  manière  des  Auteurs  cités, 
car  je  me  suis  attaché  surtout  a  suivre  de  point  en 
point  les  méthodes  générales  telles  qu'on  les  enseigne 
aujourd'hui,  tout  en  usant  des  simplifications  pro- 
pres à  chaque  question.  Dans  le  choix  des  Problèmes, 
j'ai  préféré  ceux  qui  m'ont  paru  plus  instructifs  par 
leurs  applications  pratiques,  ou  par  les  développe- 
ments théoriques  auxquels  ils  donnent  lieu.  Tous 
les  résultats  indiqués  ont  été  vérifiés  avec  soin. 

Quelques  Problèmes  proposés  n'exigent  que  les 
premiers  principes  de  la  Mécanique  et  des  calculs 
élémentaires.  Les  Professeurs  des  Cours  inférieurs 
les  distingueront  aisément,  et  pourront  les  proposer 
à  leurs  élèves. 

Les  jeunes  gens  désireux  d'étudier  plus  à  fond  les 
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théories  enseignées  brièvement  dans  les  Cours  trou- 
veront dans  cet  ouvrage,  je  l'espère,  plusieurs  déve- 
loppements utiles,  qui  leur  faciliteront  la  lecture 
des  grands  maîtres. 

Dans  tout  ce  travail,  deux  ouvrages  anglais  publiés 
sur  le  même  sujet  par  M.  William  Walton  (*)  ont  été 
pour  moi  des  sources  fécondes  où  j'ai  largement 
puisé. 

Qu'il  me  soit  permis  d'exprimer  ici  ma  reconnais- 
sance à  M.  J.  Bertrand,  qui  a  bien  voulu  m'aider 
d'indications  utiles  et  me  communiquer  un  travail 
intéressant  sur  l'attraction. 


(  *  )  ^  Collection  of  Problems  in  illustration  of  tlie  principles  of 
theoretical  Mechanics,  1842.  —  A  Collection  of  Problems  in  illus- 
tration of  the  principles  of  theoretical  Hydrostatics  and  Hydro- 
iljnamics,  1847. 
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Il  est  dans  chaque  corps  solide  un  point  fixe  par  lequel 
passe  la  résultante  des  actions  de  la  pesanteur  sur  les  dif- 
férentes molécules,  quelle  que  soit  la  position  de  ce  corps. 
Ce  point  est  le  centre  de  gravité. 

Soient  X,  y,  z  les  coordonnées  rectangulaires  ou 
obliques  d'un  point  du  corps  dont  on  cherche  le  centre  de 
gravité,  dm  l'élément  de  masse  situé  en  ce  point,  x^ y^  z 
les  coordonnées  du  centre  de  gravité. 

On  a  les  formules 

—  Ç  X  dm        —         fr  dm        -         fz  dm 

J  dm  J  dm  J  dm 

Nous  devons  l'idée  du  centre  de  gravité  à  Archimède. 
Ce  géomètre  a  déterminé  le  centre  de  plusieurs  surfaces 
planes  dans  l'ouvrage  intitulé  :  Ejr/jréJ'iav  ((T-oppcTiiaSv  y;  Kivrpa. 

I.    2^   ÉDIT.  I 


9.  MECANIQUE    RATIOKKELLE. 

SECTION  I. 

SURFACES  PLAMES  SYMÉTRIQUES   FAR  RAPPORT  A   UKE  DROITE. 

Prenons  des  axes  coordonnés  rectangulaires  ou  obliques, 
e^l  considérons  une  aire  plane  comprise  entre  deux  or- 
données et  deux  arcs  de  courbes,  dont  les  ordonnées  jy 
correspondantes  à  une  même  abscisse  x  soient  égales  et 
de  signe  contraire.  L'abscisse  x  du  centre  de  gravité  de 
cette  aire  est  donnée  par  la  formule 

—         Çxj  dx 

j'y  ^^-^  ' 

où  les  limites  des  intégrales  sont  les  abscisses  correspon- 
dantes aux  Ordonnées  extrêmes. 

Si  l'on  veut  employer  les  coordonnées  polaires,  alors, 
en  désignant  par  /'  la  distance  d'un  point  de  la  surface  à 
l'origine,  et  par  0  l'angle  que  forme  le  rayon  r  avec  l'axe 
des  x,  on  aura 

"  ~  '~TJ'^^dVdr 
Les  intégrales  s'étendent  à  toute  la  suiface  considérée. 

1.  Déterminer  le  centre  de  granité  de  V aire  comprise 
entre  la  cissoïde  de  Diodes  et  son  asymptote. 

L'équation  de  la  cissoïde  est 


par  conséquent, 


— -  dx 

X 

,1 

1               "__ 

-^d.€ 

j  y 

Jo     s/"  — 
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Or 


( dx  =  —  I  2.r"  ^'r/  —  X  \     -h  5   j       x"^  \] a  — .r  dv 

Jo      sja  —  X  L  J  0  ^'o 


=  5  I       x^  \l a  —  X  dx 


dx  —  5   I  dv 


5      f     J        , 

=  -T  fi  f       — dx  ; 

^^     Jo      s^  —  x 

donc 

-       5 

X  z=:       a. 
b 

2.  Délenniiier  le  ccnire  de  gras^ité  d'un  secteur  de 
cercle. 

Soienl  a  le  rayon  du  cercle  et  ia  l'angle  du  secteur. 
Prenons  le  centre  pour  origine  des  cooi données,  et  la 
bissectrice  de  l'angle  du  secteur  pour  axe  des  x. 

Nous  avons 

/»  a 
f  xy-  d. 


r'  tang  a  dx  H-    b  x  \  a-  —  .if-  dx 

ty  'i  CHS  K 


cob  a 


J  )  dx  

X  lang  a  dx  H-   1  ^fi-  —  x'^  dx 


/l 

,  a 

COS 

a 

r 

I 

LTa 

(3 

j;'^ 

'  lang 

a 

)„ 

" 

-  f 
!_ 

3 

[a'- 

-  X'  )  ■ 

n 

ros 

V. 

I  ■  a  cob  a  /  I  .      ^'  I  / 

-  .r'  tan;;  ai  H-  (  -  fi^^st'c  sisî  — | —  x  du- — 

Cl        2 

I         .  I      ,    .    , 

-  (i^  sin  a  Cdi-  a  +  --  rt'  sni  '  a 

o  3  2  SI  n  a 

'      ■.    •  ,     '    /    -  -    •  \  'à      c: 

—  «-  sm  a  COS  a  -I [(f  a.  —  cr  sui  :z  cos  a  I 

2  2    ■ 
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Les  intégrations  sont  plus  simples  lorsqu'on  emploie 
les  coordonnées  polaires. 
Alors 

/  /      r'^cosOdOdr       -  a^    j  ces  9  c? 9 

—        «/ — -K      *y  o  ^ — a 


I  /       rd^clr  -à"    \ 

%J  K         «^  O  'J  — 


2  sin  a        2  rayon  X  corde 

3  a  3  arc 

Cabré,  Mesure  des  surfaces,  p.  "jô. 

3.  Déterminer  le  centre  de  gravité  d'un  segment  de 
cercle. 

Conservons  la  notation  du  problème  précédent. 
Nous  avons 

a.       f*  1 

r^  ces ^  d^  dr 


/::  / 


cos  a. 
cos  Q 


ri 


rdBdr 

cos  a 

cos  g 


I      ,  /  cosV.  ,  ^    ,^ 

TT  «M  I cos  9  ^9 

3       V         cos' e 


X'     "  I         /  cos-a\     ,^ 

2        \  cos'  9  / 

1    r  1  "*""  "^ 

-  rtM  sin  9  —  ces'  a  tang  9 

~r     r  'I  -+-  ^- 

-  aM  9  —  cos^  a  tang  9 

2  ,      •      3 

3  2  sin'  a 


i7^(a  —  sin  a  cos  a)         a      a  —  sin  a  cos  a 

Les  intégrations  seront  peut-être  plus  rapides  si  l'on 
prend  les  coordonnées  rectilignes. 
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Alors 


(*"■  , Ti  lia 

I           x^a- — x'' dx  —     ô  (^'  —  ^') 

- ^acosa  L'^  JacosK 

"       C  I ,     ~   1    r       ,  .     x'\a 

I  sja-  —  x"^  dx        —    .rya- — j:^  +  fl^arcsin — 

JacOSry.  2    L  «JacOSK 

2  sin^'a  (corde)" 


3      a  —  sinacosa        6  (rayon. arc  —  apothème. corde) 
GuLDiN,  Centrobaryca,  lib.  l,  cap.  ix,  p.  icy. 

On  peut  arriver  à  ce  résultat  par  une  simple  composi- 
tion de  forces  parallèles,  en  considérant  le  secteur  dont 
on  connaît  le  centre  de  gravité  [Prob.  2)  comme  la 
somme  d'un  triangle  et  d'un  segment. 

4.  Déterminer  le  centre  de  gravité  de  V aire  comprise 
entre  un  arc  de  parabole  et  sa  corde. 

Si  l'on  nomme  a  la  longueur  d'une  parallèle  à  l'axe  de 
la  parabole  menée  par  le  milieu  de  la  corde  et  terminée 
à  la  courbe,  on  a 

-       3 
x  =  -a. 

Archimède,  'ETTiT^i^m .  .  .,  lib.  II,  prop.  8. 

5.  Déterminer  le  centre  de  gravité  de  V aire  comprise 
entre  la  parabole 

et  une  double  ordonnée 

Si  l'on  désigne  par  x  l'abscisse  qui  correspond  à  l'or- 
donnée extrême,  on  a 


m  -h  l[n 
6.  Déterminer  le  centre  de  gravité  de  V  aire  circon- 
scrite par  la  courbe 

,    a  —  T 
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On  irouve 

—  I 

4 

7.  iJétenniner  le  centre  de  grcwilé  de  Vaire  comprise 
entre  une  branche  entière  de  cjcloïde  et  sa  hase. 

Si  Ton  prend  la  tangente  au  sommet  pour  axe  des  y, 
et  l'axe  de  la  courbe  pour  axe  des  x,  que  l'on  nomme  a 
le  rayon  du  cercle  générateur  et  OJ  l'angle  dont  tourne  le 
cercle  quand  il  décrit  l'arc  compris  entre  l'origiiie  et  le 
point  xj,  la  courbe  est  représentée  par  les  équations 

ce  :=--  a{\  —  cos&j), 

r  ^  «  (w  H- sin  w)  ; 

et  l'on  trouve 

7 
.X  ^=z  -^  a. 

O 

8.  Déterminer  le  centre  de  gravité  de  Vaire  comprise 
entre  une  ellipse  et  Vun  de  ses  diamètres . 

Si  Ton  prend  le  diamètre  donné  pour  axe  des  j-,  le 
diamètre  conjugué  pour  axe  des  .r,  et  qu'on  représente 
par  ia\a.  longueur  de  ce  second  diamètre,  on  trouve 

—       l\a 
•r  =  —  • 

GuLuiN,   Ccntrobaryca,  lib.  I,  cap.  ix,  p.   Ii5. 

9.  Déterminer  le  centre  de  gravité  dUnie  boucle  de  la 
lemniscate  de  Jacques  Bernoulli. 

La  courbe  étant  représentée  par  l'équation 

7-2  r=  n-  ces  2  9  , 
on  trouve 

-       7r  v/a 
■x;  =  — ;. —  a . 
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SECTION  II. 

SURFACES    PLAKES    OUELCOJN'QUES. 

Les  coordonnées  x^  j  du  centre  de  gravité  d'une  sur- 
face plane  quelconque  sont  données  en  coordonnées  rec- 
lilignes  par  les  formules 

—        Jfxdxdf  —  ffydxdy 

''  =  jjd^'        y  =  'jJd.Tdy    ■ 

Et  si  l'on  emploie  les  coordonnées  polaires  r  et  Q  dont  le 
pôle  est  à  l'origine,  et  dont  l'angle  Q  se  compte  à  partir 
de  l'axe  des  x,  on  a  en  coordonnées  rectangulaires 

- ffr'  cos  9  r/Q  dr  -  _   ffr^  sin  S  r/S  rfr 

^  ~        JJrdBdr        '        -^  ~^        Jjrdedr 

Les  limites  des  intégrales  sont  toujours  celles  du  corps. 

1.  Déterminer  le  centre  de  grauité  du  secteur  ellip- 
tique compris  entre  deux  dtini-diainètres  conjugués  aetb. 

Prenons  pour  axes  coordonnés  les  deux  diamètres  con- 
jugués dont  il  s'agit;  alors  l'ellipse  est  représentée  par 
l'équation 


et,  par  conséquent, 


Jpi  py  })    p"-      _____ 

/      X  d.T  dr         —     j      X  \  à^  —  X'  da 


p"  pr  h    r" 


i[(»=_.f];;     _  io-  _ 


X  \a-  ■ —  X-  H-  a-  arc  sin  -  cr 

fl      O  2  2 
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1      ydxdr /      [a?-  —  x"^)  dx        L  nh^ 

^  ^a    ^y  —  I  ~~   I  ~3ir' 

/       /      dxdy  j-rzab  yi^ab 

2.  Déterminer  le  centre  de  gravité  du  segment  ellip- 
tique compris  entre  la  courbe  et  une  corde  qui  joint  les 
extrémités  de  deux  diamètres  conjugués. 

Conservons  la  notation  du  problème  précédent,  et  po- 
sons de  plus 

.        b  , 


jr'  =  -  [a  —  x) 


nous  aurons 


i        ï      xdxdy         —    j         (fi2 — x'^y  —  [a  —  a;)    .rc?;c 
I    dxdy  -   I     \{a'  —  x'Y  —  [a—x)\dx 


7^  a-o 

D 


y  [t:  —  7.)ab 

En  vertu  de  la  symétrie  de  la  figure  par  rapport  aux 
deux  axes,  on  a  nécessairement 

-        2       è 


3.  Trou\^er  le  centime  de  gras^ité  d'un  secteur  parabo- 
lique complais  entre  la  courbe  et  deux  rayons  secteurs 
menés  du  foyer. 

Soient  a,  /3  les  angles  que  forment  avec  l'axe  de  la  pa- 
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rabole  les  deux  rayons  vecteurs  dont  il  s'agit,  et 

P 


I 

2  COS'  - 

2 


l'équation  de  la  parabole  en  coordonnées  polaires,  dont 
l'origine  est  au  foyer  et  dont  les  angles  Q  se  comptent  à 
partir  de  l'axe. 
On  a 

I    p^      r^    CCS  9 

r^  r  -^-^         — T"  ^^ 

rdOdr  ' 


II 


/       ces'  - 

xJa.  2 


Oi 


I  —  tane-  -9 
cos  9                              ^2       ,      I  „  ,„ 
rf9  = séc^  -  9  d^ 


1  12 

ces"  —  9  I  +  tano^  -  9 

2  °   2 

I  —  tana*  -  9  \  séc-  -  9  fi?ô  ; 

"'2      7  2 


par  conséquent 


tangi;3^  I      \  1 

I  —  tans^  -  9  W  tang  -  9 

2       /  2 


/ 


tang  I  /3 


tang  j  V. 


(  I  +  tang^  -  9  J  rZ  tang  -  0 


^  (tang^  -  P  —  tang'  ^  «  )  —  (  ^^ng  -^  —  t^^g  -  a 

3  7 

\ 

•/3 


i  f  tang^  ^  P  -  tang^  i  a  W  f  tang  ^  p  -  tang  ^  a  j 

/7' 

J V.    i/o 


r^sinfTT  —  0]dQdr 
J  oc    Jo 

d^dr 


ff 

t/  a.    «y  o 
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Or  rinlégrale  du  numérateur  est  égale  à 


=  ^  77    sec"  -  li  —  sec  -  a 

3     8    \  2  '^  -2.      j 

par  conséquent, 


4.  Trouver  le  centre  de  grauité  de  l'aire  comprise 
entre  une  hranche  d^ hyperbole,  V asymptote  correspon- 
dante et  deux  ordonnées  parallèles  à  Vautre  asymp- 
tote. 

Soient 

xj  - 


4 

Téqualion  de  la  courbe  rapportée  à  ses  deux  asymptotes, 
et  x' ,  x"  les   abscisses  correspondantes   aux  ordonnées 
extrêmes. 
On  trouve 

.t"  —  x'  -         I  a-  -i-  b'  .x"  —  x' 

log.r"- — log.r'  8     x"  x'      logo:"  —  loga:' 

5.  'Trouver  le  centre  de  gravité  de  Vaire  comprise 
entre  la  parabole  a'"~'^ y  =  x'"' ^  l'axe  des  x  et  deux 
ordonnées. 

Si  Ton  représente  par  x'  et  x"  les  abscisses  correspon- 
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(îantes  aux  ordonnées  cxlrèmes,  on  trouve 


///  H-  2    .X    '''^ 
m  H-  I 


Carré,  Mesure  des  surfaces^  p.  80. 

6.    Trouver  le   centre  de  gravité  do  V aire  comprise 
entre  un  arc  de  la  sinusoïde  y  =  sin  x  et  Vaxc  des  x. 

Si  l'on  considère  l'arc  limité  à  l'origine  et  à  l'abscisse  ::, 
on  trouve 


—  TT  — 

a;  =  -  ,      y 


8 


7.  Trouver  Je  centre  de  gravité  de  l'aire  comprise 
entre  la  droite j  =  jSx  et  la  parahole y'''  =  ipx. 

On  obtient 

-  _kp        -  _P 

SECTION  III. 

SOLIDES    DE    RÉVOLUTION. 

Considérons  le  solide  engendré  par  la  révolution  d'une 
surface  plane  auîour  d'une  droite  tracée  dans  son  plan  et 
que  nous  prendrons  pour  axe  des  x.  Le  centre  de  gravité 
de  ce  solide  est  situé  sur  Taxe  de  révolution,  et  si  l'on  re- 
présente par  y,  j'  les  ordonnées  rectangulaires  du  con- 
tour de  l'aire  génératrice  qui  correspondent  à  une  même 
abscisse,  la  posilion  de  ce  centre  de  gravité  est  fixée  par 
la  formule 

Quand  on  emploie  des  coordonnées  polaires,  savoir  un 
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rayon  r  mené  de  l'origine  et  un  angle  0  compté  à  partir 
de  l'axe  des  j?,  on  a 

- ff  r^  f,in  0  cas  0  cIO  f/r 

JJ'''  ''i"  ^  ^^  ^^^ 
Les  intégrales  s'étendent  à  toute  l'aire  génératrice. 

1.  Trouver  le  centre  de  gravité  d'un  segment  de 
sphère. 

Soient  a  le  rayon  de  la  sphère,  c  la  distance  de  la  base 
du  segment  au  centre  de  la  sphère,  et  prenons  ce  centre 
pour  origine  des  coordonnées. 

Nous  avons 


/      x{cr—x-'-)d.x  l^^a'—c-"-) 


£ 


2 


I  4    2« 


f-—.v'-)d.x  ^a'~a-c-+--c 

Lucas  Valerius,  De  centro  gravitatis  solidorum^ 
lib.  II,  prop.  33,  et  lib.  III,  prop.  3i. 


2.  Déternnner  le  centre  de  gravité  du  solide  engendré 
par  la  révolution  d'un  secteur  de  cercle  autour  de  Vun 
de  ses  rayons  extrêmes. 

Soient  a  le  rayon  du  cercle  et  |3  l'angle  du  secteur. 
Prenons  le  centre  de  cercle  pour  origine  des  coordon- 


nées 5  alors 


/        /      r^sinQcosÔf/ec/r        -7  «<    1      -sin29c?9 

Jo     Je. _4       Jo     2 

1      r'sinQdedr  -a'   /      sinSû?9 


-  «  (  I  +  ces  s  1  =  V  a  cos^  -  S. 
8     ^  q-  2 


-  «3(1  —  cosp) 


Wallis,   Ojjera,  t.  I,  p.  728. 
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3.  Déterminer  le  centre  de  gravité  du  solide  engendré 
par  la  i^éuolution  de  Faire  comprise  entre  une  parabole, 
son  axe  et  une  ordonnée  perpendiculaire ,  autour  de  la 
tangente  au  sommet. 

Soient 

x''  =  ipy 

réquation  de  la  parabole,  h  l'ordonnée  extrême  et  a  l'ab- 
scisse correspondante. 
On  a 

{n''  —  y^)xdx  j      (^a"- —  y"")  dj 

o  J 

X  = =  Sjip 


«/o  ./  t^O 

^ =  \J1p  — 

[a'-j')dx  j       in 


'l   '—y'      dy 


3  ^         3 

3  5     5 

^  \Jo.p r r  =  —  sjo-pa  =  —  b. 

2«    —  -  a 
5 

Ce  problème  est  un  cas  particulier  d'un  problème  plus 
général  résolu  par  Cakré  ,  Mesure  des  surfaces,  p.  pS. 

4.  Déterminer  le  centre  de  gravité  dhine  tranche  de 
paraboloïde  de  révolution. 

Soient  «,  h  les  rayons  des  deux  bases  et  h  leur  dis- 
tance. La  distance  du  centre  de  gravité  à  la  petite  base, 
dont  le  rayon  est  «,  est  donnée  par  la  formule 


3     à'  +  b' 


6.  Déterminer  le  centre  de  gravité  de  la  portion  d''lry- 
perholoïde  qui  est  engendrée  par  la  révolution  de  l  hy- 
perbole 

•^'=  ^  (j;'H-  '2-ax) 
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autour  de  Vaxe  des  x,  et  qui  esL  comprise  entre  les  deux 
plans  X  =  (),   X  =^  c. 

On  trouve 

-  8  flc  H-  3  c^ 

CAaRÉ,  Mesure,  des  surfaces,  p.  97. 

6.  Déterminer  le  centre  de  grai'ité  d'un  solide  cn- 
gc^ndré  par  Taire  comprise  entre  une  parabole,  son  axe 
et  une  ordonnée  perpendiculaire,  quand  V aire  tourne 
autour  de  cette  ordonnée. 

Si  l'on  représente  l'ordonnée  extrême  pai'  h^  on  trouve 

que  la  distance  du  centre  de  gravité  à  l'axe  est  égale  h  —^h. 

CarfvÉ,  Mesure  des  surfaces,  p.  go. 

7.  Dètcrniincr  le  centre  de  gravité  de  la  partie  d'un 
hjperholoïde  a  une  nappe  de  révolution  qui  est  com- 
])rise  entre  deux  plans  perpendiculaires  à  Vaxe,  dont 
Vun  passe  au  centre  et  Vautre  à  V extrémité  de  V axe 
imaginaire. 

Soient  ih  l'axe  imaginaire  de  l'hyperbole  génératrice, 
et  x  la  distance  du  centre  de  gravité  au  centre  de  la  courbe. 


Ou 
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Carré,  Mesure  des  surfaces,  p.  97. 

8.  Déterminer  le  centre  de  gravité  du  solide  terminé 
à  la  surface  qu'engendrent  les  deux  paraboles 

j'  —  2.p.r,      j2  —-  2//  {a  —  x) 

en  tournant  autour  de  Vaxe  des  x. 

On  trouve 

—        a    p  -|-  ?,/>i' 

3     i'  -\-  p' 
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SECTION  IV. 

SOLIDES    QUELCONQUES. 

Soient  X,  j',  z  les  coordonnées  recîangulaires  ou  obli- 
ques d'un  point  pris  dans  Fintérieur  du  solide  considéré, 
et  x,  y,  z  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  de  ce 
corps. 

On  a  les  formules 

—     ffS''"^  ^^"^  'h'  ^^^    ~~     fis  y  ^^'^  '-^0'^  ^^^   ~     SIS"  '^"^  '^'  '^^ 

où  les  intégrales  s'étendent  au  corps  entier. 

1.  Déterminer  le  centre  de  gravité  de  la  portion  du 
cône 

qui  est  comprise  entre  les  plans  des  zx,   des  xy  et  un 
troisième  plan  parallèle  à  celui  des  yz. 

Soit  a  la  dislance  de  ce  troisième  plan  à  l'origine. 
Nous  avons 

I         X  sj^'x-  —  j' dx  dy  I       .r .  y  77  [i-  x^ dx 

0     <i.'o                                                     î.  o            !■ 
^  —  . — . 

pa     pi3x       ^  T''    I 

/         I  V^p^JC-  —  j''  ilxdf  I       jTp'.r-dx 

i/o     Jo  iJ  o      "^ 

—  --  8-  a'' 
r       \  '■> 

10  o 

—  a. 


1     ft.  ,     4 

—  v:\i-a 
12       ' 

ta      rt  iix 


j        I         y\/^'^x:'—j'dxdr  /       -^^x^d.r 

'o     i   o  Jo 


8 


'/3^    , I  7^ 

\/  S' x'^  —  J  ^  d.r  dy  —  t:  p'  a^ 
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On  trouve  pareillement 


2.  Sur  une  même  base  circulaire  on  place  une  demi- 
sphère  et  un  paraholoïde  de  révolution  dont  le  para- 
mètre est  égal  au  rayon  de  la  sphère;  déterminer  le 
centre  de  grai^ité  du  solide  compris  entre  la  sphère,  le 
paraholoïde  et  un  plan  mené  par  Vaxe  de  cette  sur- 
face. 

Soient 

x'^ -\- j"^  =  a  [a  —  22), 

et 

jr  =0 

les  équations  de  la  sphère,  du  paraholoïde  et  du  plan. 
Si  l'on  pose 

, .        a"^  —  x^  —  r^ 

•^  ^  2.a 

et 


Z  =:  \j à'  —  x'^  —  /% 

on  a 

/a        rtj'     r>z  r>a       n>y'    pz 

I        I      jdxdjdz  I         I        j      2c?a:^jc?j; 

-ado      J  s'  —          J — aJo      *J  z' 

y  =  ; 5      Z  = } ; 

^                pa        r>y'     r>  z  r*  a       ç-J      /t  z 

j         i        l      dxdjdz  j         II      dxdydz 

J  —  aJo     J  z'  J  —  aJo     J  z' 


et 

X  :=^  G. 


STATIQUE. 

Or 


f      dxdydz—    I         j       {z~z')da:dr 

3  J"J_a  ^  o  24 

/         /      jd.vdjdz  z=z  j       y[z  —  z')  dxdy 

i-  —  a  J  o      J  z'  tJ  —  a  t-  O 


iÔtt  —  16     , 
120 


r       f      j      zd.T  dy  dz  =  -    f        r  (z^  —  z'^)  dx  dy 
et ,  d'après  ces  calculs  , 

—  I  o  TT  —  16  -  I 

y  ■=■  — — « ,      z=L-a. 

'20  rr  2 

3.  Soient  trois  axes  rectangulaires  OX,  OY,  OZ.  On 
trace  dans  le  plan  ZX  une  droite  AC,  et  dans  le  plan  XY 
une  parallèle  BD  à  l'axe  des  x\  une  droite  QR  glisse 
sur  AG  et  BD  en  restant  toujours  parallèle  au  plan  YZ. 
Trouver  le  centre  de  gravité  du  solide  compris  entre  les 
I.  2"  ÉDiT.  2 
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trois  plans  XY,  YZ,  ZX  et  la  surface  engendrée  par  la 

droite  mobile. 

Fig.  I. 


Soient  0A  =  t7,   OB  =:  Z»,    OC  =  c,  et  o-,  j,   z  les 
coordonnées  d'un  point  P  de  la  droite  mobile  E.Q. 
On  voit  aisément  que 

a  —  .T   b  —  j 


PN  =  z  =  c 


b       ' 


dès  1 


ors 


I      X  [a  —  ^){b — y)tlxdj        1  ^3 
0    ^''o  (Si 


>  a      f  b 


0       ^  0 


x)  [b  —  y)  (ix  dy 


2 


et,  d'après  la  symétrie  de  la  figure,  j^  =  -  ^ 

-    ^S      {a-xY{b-y^ 


dxdy 


-aK~b^ 
c     3         3  2C 


Jo      t/O 


\{-—)i''-.r)j,,^ 


—  à^.  —  b^ 
2       2 


4.   Trouver  le  centre  de  gravité  du  solide  compris 
entre  la  sphère 

;r'  +  y'  +  z^  =  a^ 


et  les  trois  plans  coordonnés . 


STATIQUE. 

On  trouve 


x=j=  ==  3«- 


5.    Trouver  le  centre  de  gravité  du  solide  compris 
entre  le  paraboloïde 

r'  H-  z^  =  ipx 

et  les  plans  x  ■=  a^j  ^  o,  z  =  o. 

Si  l'on  représente  par  b  le  rayon  du  cercle  suivant  le- 
quel le  paraboloïde  est  coupé    par  le   plan  x  =  a,   on 

trouve 

—        2  —        -         \6b 


■^  —  ô  «>       J  =  2  = 


i5' 


6.  Trouver  le  centre  de  gravité  du  solide  compris 
entre  le  paraboloïde 

z"  =  XJ, 

les  plans  coordonnés  et  les  plans  x-=a^y  ^=  b. 

On  trouve 

-       3  -       3  -        9    /— 

5  5  32  ^ 

7.  Trouver  le  centre   de  gravité  du  solide  compris 

entre  le  cylindre 

y'"-  =  2«.r  —  X' 

et  les  plans  z  =  ^x,  z  =  ^'x. 

On  trouve 

-      5         -  -      5 

x  =  -7ra,      y  =  o,      z=  -■  (fi -\- a')  a. 
^  '  8  ^'         '    ' 

8.  Une  droite  tourne  autour  d^un  point  fixe  O  en 
s^ appuyant  sur  le  contour  d'une  surface  S.  On  connaît 
le  centre  de  gravité  G  de  cette  surface,  trouver  celui  du 
solide  compris  entre  la  surface  S  et  le  cône  décrit  par  la 
droite. 

2. 
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Le  centre  de  gi'avité  du  solide  est  situé  sur  la 
droite  OG  aux  trois  quarts  de  sa  longueur. 

9.  D\Ln  cône  droit  et  homogène,  de  hauteur  7i,  on 
retranche  par  une  section  parallèle  à  la  hase  un  cône 
de  hauteur  A',  et  Von  diuise  le  tronc  restant  par  un  plan 
mené  suivant  V axe. 

A  quelle  condition  doivent  satisfaire  les  hauteurs  h 
et  11!  pour  que  le  demi-tronc  de  cône  puisse  se  tenir 
debout  sur  sa  petite  base  ? 

La  condition  demandée  est 

h  -h  II'  ^     Ir  +  hk'  -^  11'-' 


_  7V 


II'       ~  h'  +  h'- 

SECTION  V. 

COUllBES    PLAKES. 

Soit  ds  l'élément  de  l'arc  qui  correspond  aux  coor- 
données x,  y".  Les  coordonnées  x,  j  du  centre  de  gravité 
sont  données  par  les  formules 

—  J'.rc/s         -         f  yds 

OÙ  les  intégrales  sont  prises  d'une  exlréjnité  de  l'arc  à 
Tautre. 

Le  jésuite  flamand  Délia  Faille  eut  le  premier  Tidée 
de  déterminer  le  centre  de  gravité  d'une  ligne  courbe;  il 
publia  ses  recherclies  en  i632  sous  le  titre  :  Tlieore- 
mata  de  centra  gravitalis  parliuni  circuli  et  ellipsis.  An- 
iuerpiœ-,  i632. 

1.  Déterminer  le  centre  de  gravité  de  l'arc  de  la  si- 
nusoïde 

y  =  sin  X, 

qui  est  compris  entre  les  abscisses  a'  =  o,  x  =:=  t. 


STATIQUE.  21 

On  a 

ds''  =  (  I  +  ~-\  û?.r'  =  ( I  4-  cos^j:)  dx% 

etf  par  conséquent, 

Jsin^V  I  +  cos^jr<^a: 
0  _  v/2  +  log  (  I  +  V/2J 


r^ 


1      \/i  +  cos^xcZ^  v^^  /      \/  I sm^xdx 


L'intégrale  du  dénominateur  est  une  fonction  elliptique 
de  seconde  espèce^  nous  la  représenterons  par  E,  alors 

Ev/^J=V2  +  log(i  +  v/2). 

2.  Trouver  le  centre  de  aravitè  d' un  arc  de  cercle. 

o 

La  distance  du  centre  de  gravité  au  centre  du  cercle 

est 

-        rayon  X  corde 
arc 
GuLDiN,  Centrobarjca,  lib.  I,  cap.  v,  p.  5g. 

3.  Déterminer  le  centre  de  gravité  de  la  moitié  d'une 
branche  de  la  cjcloïde  qui  est  représentée  par  les  équa- 
tions 

X  =  a  [i  —  cosm), 

_7  =  «(w  +  sin w)    (*). 


l'origine,  on  trouve 


Si   Ton  considère  la  demi-bran clie   qui  commence  à 

Wallis,  Opéra,  t.  I,  p.  52o. 


3«,    J-l--3« 


(*)  Voir  Sect.  I,  problème  7. 
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4.   Déterminer  le  centre  de  granité  cVun   arc  de   la 
chaînette 


compris  entre  deux  coordonnées  également  éloignées  de 
r  origine. 

Représentant  la  longueur  de  l'arc  par  2J,  on  trouve 

—  —         ax  -\-  SY 

5.  Trouver  le  centre  de  gravité  de  Vune  des  moitiés 
symétriques  de  V  arc  qui  forme  une  boucle  dans  lalem- 
niscate  de  Jacques  Bernoulli., 

r-  =  <7-cos2  9. 


axe  des  x,  et  nommons  /  la  longueur  du  demi-arc  consi- 


Prenons  le  noeud  pour  origine,  l'axe  de  la  boucle  pour 
^e  des  X,  et  nomino: 
déré.  Nous  trouvons 


Is/n  l\j-2. 


SECTION  VI. 

COURBES    A    DOUBLE    COURBURE. 

Si  l'on  représente  par  ds  rélémeni  de  l'arc  qui  corres- 
pond aux  coordonnées  a:,  jy,  z,  les  coordonnées  x,  y,  z 
du  centre  de  gravité  de  la  courbe  seront  déterminées  par 
les  formules 

—  fxds       —         frcls       -         fzds 

Jds        -^  ^    Jds  '  Jds 

où  les  limites  des  intégrales  sont  les  extrémités  de  l'arc. 


STATIQUE.  -  23 

1.    Troin^er  le  cetitre  de  gravité  cF un  arc  d^hélice. 
Prenons  pour  équations  de  la  courbe 


x'  H-  f-  =  cû, 
z  z=  b  arc  ces  —  •> 


— 

2a  sin  - 

—  =  tang  -, 

et  considérons  l'arc  qui  commence  au  plan  des  xy,  et  se 
termine  au  point  [oc^j,  z). 
Nous  trouvons 

—        by        —        b  [a  —  x)        -        z 

Si  l'on  nomme  w  l'arc  de  cercle  qui  est  la  projection  de 
l'arc  d'hélice  sur  le  plan  des  xj^  les  formules  précédentes 
donnent 


rayon  x!  corde 


Au  reste,  il  est  aisé  de  reconnaître  sans  calcul  que, 
pour  un  arc  moindre  cju'une  spire,  le  centre  de  gravité 
se  trouve  sur  le  plan  perpendiculaii^e  à  l'axe  qui  passe  au 
milieu  de  l'arc,  et  au  point  de  ce  plan  qui  est  le  centre  de 
gravité  de  la  projection  de  l'arc.  Le  même  raisonnement 
s'appliquera  à  une  portion  de  la  surface  d'un  liéliçoïde 
gauche  comprise  entre  deux  génératrices. 

SECTION  VII. 

SURFACES    DE    RÉVOLUTION. 

Prenons  l'axe  de  révolution  pour  axe  des  x,  et  repré- 
sentons par  ds  l'élément  de  la  courbe  génératrice  qui 
correspond  aux  coordonnées  x,  y\  l'abscisse  du  centre  de 
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gravité  est  donnée  par  la  formule 

—         fxyds 

~~  J'yds  ' 

où  les  intégrales  s'étendent  à  toute  la  courbe  génératrice. 

1.  Détevminei'  le  centi'c  de  granité  dUine  zone  sphé- 
rîque. 

Soient  b  et  c  les  distances  du  centre  de  la  sphère  aux 
deux  bases  de  la  zone  5  prenons  l'axe  des  x  perpendicu- 
laire à  ces  deux  bases,  et  l'origine  au  centre  de  la  sphère. 

L'équation  de  la  courbe  génératrice  est 


■y 


on  en  lire 


ds  =^  \  /  i  -\ da:  z=z  —  dx, 

V       j'        y 


et,  par  conséquent, 


-  Jr 


I 


î 

.rdx        —  a  Ic^  —  b^ 
2 

(i  [c  —  b  ) 
a  dx 


On  pouvait  prévoir  ce  résultat  sans  calcul,  en  obser- 
vant que  deux  zones  de  même  hauteur  ont  une  même 
surface. 

2.  Trouver  le  centre  de  grauité  de  la  surface  courbe 
duji  cône  droit. 


Soient  c  la  longueur  de  l'axe  et  x  la  distance  du  centre 

son 
On  trouve 


de  gravité  au  sommet  du  cône 


X  ^=z  —  c. 


GuLDiN,  Centrobaryca,  lib.  I,  cap.  x,  prop.  3. 


STATIQUE.  2^ 

3.  Déterminer  le  centre  de  gravité  de  la  surface  en- 
gendrée par  la  révolution  autour  de  Vaxe  des  x  d'une 
moitié  de  Varc  de  la  cycloïde  représentée  par  les  équa- 
tions 

X  zz^za  [i  —  cosw), 

jK  =  «  (w  H-  sinco). 
On  trouve 

-  7.         l57r-8 


l5        37r  —  4 

4.  Trouver  le  centre  de  gravité  de  la  surface  en- 
gendrée par  la  parabole  y  ^  =  ipx  tournant  autour  de 
Vaxe  des  x. 

Pour  la  portion  de  surface  terminée  au  plan  x  =  x,  on 
trouve 

1  A 

-_  r  (3x  — /?)  (2j:+/^)'  +f>' 
{ix-hpY  —  p' 

SECTION  VIII. 

SURFACES    QUELCONQUES. 

Soient  x,j^  z  les  coordonnées  d'un  point  r|uelconque 
sur  la  surface  considérée,  et 

dz  dz 

Les   coordonnées  x^y^z  du  centre  de   gravité   seront 
données  par  les  formules 

- ffx\J\-\-p^-^q'^dxdy 

fJ'\'i-hp^-+  fpdxdj 
- ffj  y/ 1  H-  /^'  +  g'  dxdy 

J J  V^ I  4-  />'  +  7'  dxdy 
Z ^  //^  \Jl-\-p'  +  q'  dxdy 

fSsj'i  +/?'  -h  7=^  dxdy 
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OÙ  les  intégrales  s'étendent  à  toute  la  surface  dont  il 
s'agit. 

1.  Considérons  la  surface  enveloppe  d'une  sphère  de 
rayon  constant,  et  dont  le  centre  décrit  une  courbe  plane. 
Si  l'on  prend  le  plan  de  la  courbe  dii^eclrice  pour  plan 
des  xy",  et  que  l'on  représente  cette  courbe  par  l'équation 

l'équation  de  la  splière  mobile  sera 

(x  — .r,)=  +  [j  — (j)(j;,)]2  +  z2=r=; 
on  en  déduit,  par  différentiations  , 

X  —  Xi-{-pz-=o,      y —  vj[x^) -[- qz  ^z  o, 

et  si  l'on  élimine  x^  et  9(^1)  entre  ces  trois  dernières 
équations,  il  vient 

z  \ji  -\-p^  -{-cj'^:=r  ; 

par  conséquent  l'ordonnée  du  centre  de  gravité  de  la 
demi-surface  enveloppe  située  au-dessus  du  plan  des  xy^ 
est 

ff  s/i-\- p'  -h  (f'clxdy 

Dans  cette  expression,  le  dénominateur  représente  l'aire 
de  la  surface  enveloppe,  et  le  numérateur  représente  la 
projection  de  cette  aire  sur  le  plan  des  xj-,  d'où  il  suit 
que  la  distance  du  centre  de  gravité  de  la  surface  au 
plan  de  la  courbe  directrice  est  une  quatrième  propor- 
tionnelle à  Vaire  de  la  surface^  à  Faire  de  sa  projec- 
tion sur  le  plan  de  la  directrice  et  au  rayon  de  la 
sphère.  Cette  relation  subsiste  évidemment  lorsque  la 
surface  enveloppe  se  réduit  à  celle  de  la  sphère. 


STATIQUE.  2J 

2.  Soient  s  l'aire  d'une  figure  tracée  à  volonté  sur  la 
surface  d'une  sphère  dont  le  rayon  est  /'  ; 

Sj  la  projection  de  cette  aire  sur  un  plan  diamétral', 

z  la  distance  de  ce  plan  au  centre  de  gravité  de  la  sur- 
face S; 

£?S  l'élément  de  cette  surface  , 

el  a  l'angle  que  le  rayon  mené  du  centre  à  cet  élément 
fait  avec  la  normale  au  plan. 

On  a 

"~"      S      * 

Or 

z^rrcosa      et     ^003  a  r/S  :=  S;  ; 

par  conséquent 

S, 

Ainsi  nous  pouvons  énoncer  la  proposition  suivante, 
qui  permettra  dans  bien  des  cas  de  déterminer  aisément 
le  centre  de  gravité  d'une  figure  spliérique  : 

Soient  OX,  OY,  OZ  trois  droites  quelconques  menées 
par  le  centre  d^une  sphère  dont  le  rayon  est  r;  S  Vaire 
d'une  Jigure  tracée  à  volonté  sur  la  surface  de  la  sphère ^ 
S^^  S^,  S^  les  projections  de  cette  aire  sur  les  plans  YOZ, 
ZOX,  XOY,  etx,  j,  z  les  distances  des  mêmes  plans  au 
centre  de  grauité  de  la  surface  S . 


On 


y         z         r 


Appliquons  ce  théorème  à  la  détermination  du  centre 
de  gravité  d'un  triangle  spliérique. 

Nommons  A,  B,  C  les  angles  du  triangle,  «,  b^  c  les 
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côtés  opposés,  et  faisons  coïncider  les  droites  OX,  OY, 
OZ  avec  les  rayons  OA,  OB,  OC.  Nous  avons 

S  =  i^(A  +  B+G  — i8o); 

lOO 

d'ailleurs  la  projection  de  cette  surface  sur  le  plan  BOC 
a  pour  valeur 

aireBOG  —  aireCOA.cosC  —  aircAOB.cosB 

^ -—T- (a  —  icosC  —  ccosB); 
3do 


par  conséquent 


et  de  même, 


-        I      a —  ôcosC  —  rcosB 
■^~  2  '    A  +  B  +  G—  i8o   ' 


-        I      h  —  ccosA  —  flcosC 
•^  ~  2  '^    A  +  B  +  G  — i8o    ■ 

I     c  —  rtcosB  —  ècosA 
~  ~  2  '  "a  -l-B  +  G  —  iSo    ' 


3.   Considérons  la  surface  engendrée  par  la  révolution 
de  la  chaînette 


e 

a  — 


autour  de  l'axe  des  z,  et  concevons  que  cette  surface  se 
déplace  de  manière  que,  son  axe  restant  toujours  vertical, 
son  sommet  décrive  une  courbe  dans  un  plan  parallèle  à 
celui  des  xy\,  il  en  résultera  une  surface  enveloppe  dont 
nous  nous  proposons  d'étudier  le  centre  de  gravité. 
Soient 

l'équation  de  la  courbe  décrite  par  le  sommet  de  la  sur- 
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face  génératrice,  p,  q  les  dérivées  pariiclles  — ?  —  rcla- 
'A  ^  dx    dy 

lives  à  la  surface  enveloppe,  et 


L'équation  de  la  surface  mobile  est 
R  R 


e 


on  en  tire 

R 

R 

.r  —  X,  c"  - 

-e     " 

R 


R 


et  si  l'on  élimine  Xi  et  9(.^i)  entre  ces  trois  dernières 
équations,  il  vient 


v/n-//-'  + 


De  là  résulte  une  propriélé  curieuse  de  celle  surface  en- 
veloppe. En  effet,  traçons  sur  cette  surface  un  contour 
quelconque,  elsoit  z  l'ordonnée  du  centre  de  gravité  de 
la  portion  de  surface  limitée  par  ce  contour,  on  aura 

D'un  autre  côté,  si  l'on  représente  par  z  l'ordonnée  du 
centre  de  gravité  du  solide  cylindrique,  qui  est  renfermé 
entre  le  plan  des  xy,  les  ordonnées  du  contour  cl  la  sur- 
face enveloppe,  on  aura 

'-ff'Jdxdr 
-~    JJzdxdy 
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les  intégrales  ont  ici  les  mêmes  limites  que  dans  l'expres- 
sion de  z  \  par  conséquent 


Ce  que  nous  venons  de  dire  subsiste  évidemment  lorsque 
la  surface  enveloppe  se  réduit  à  l'une  des  surfaces  enve- 
loppées. 

C'est  au  professeur  Giulio,  de  Turin,  que  nous  devons 
les  théorèmes  exposés  dans  les  n°^  1,  2,  et  3  {iwirX^  Jour- 
nal de  Mathématiques  de  M.  Liouville,  t.  IV,  p.  386). 

4.  Soient  OX,  OY,  OZ  trois  axes  quelconques  menés 
par  le  centre  d'une  sphère  dont  Je  rayon  est  z'; 

S  V aire  d""  une  figure  tracée  à  volonté  sur  la  surface 
de  cette  sphère  ; 

S^,  S,.,  S.  les  projections  de  cette  aire  parallèles  aux 
axes  sur  les  plans  YOZ,  ZOX,  XOY  5 

OX',  OY',  OZ'  de  nouveaux  axes  respectivement  per- 
pendiculaires à  ces  plans  ; 

x',y' ,  z'  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  de  la 
surface  S  par  rapport  à  ces  derniers  axes. 

On  a 

Ox        Sy         oz        o 
ScHELLBACH,  Joumcil  dc  M.  Crellc,  t.  XLV;  i853. 

La  démonstration  de  M.  Scliellbach  est  assez  compli- 
quée -,  toutefois  le  théorème  est  susceptible  d'une  démons- 
tration simple. 

Nommons  <^S  un  élément  de  la  surface,  x' ^  y',  z'  ses 
coordonnées  par  rapport  aux  seconds  axes,  a  l'angle  que 
le  rayon  mené  à  cet  élément  fait  avec  la  normale  OX  au 
plan  Y'OZ',  et  0  l'angle  des  droites  OX,  OX'. 
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On  a 

—  _   f.T'dS 

Or  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'élément  dS  sur  le  plan 
Y'OZ'  est  égale  à  rcosa,  et,  puisque  la  droite  OX'  fait  un 
angle  Q  avec  cette  perpendiculaire , 

rcosa 
cosQ  ' 
d'où 


/ces  a 
__  cos  9 


/S 

9 


Projetons  l'élément  JS  sur  le  plan  YOZ  parallèlement 
à  la  droite  OX.  Les  lignes  projetantes  font  un  angle  Q 
avec  la  normale  OX'  au  plan  de  projection,  et  elles  font 
un  angle  a  avec  le  rayon  qui  aboutit  à  l'élément  projeté. 
Or,  quand  on  projette  une  aire  plane  P  sur  un  autre  plan, 
si  l'on  nomme  a  l'angle  que  les  lignes  projetantes  font 
avec  la  normale  au  plan  de  l'aire  projetée  et  Q  l'angle 
qu'elles  forment  avec  la  normale  au  plan  de  projection, 
la  projection  de  l'aire  est  égale  à 

cos  a 
cos  9 

De  là  il  résulte  que  nous  avons 


/ 


r«S  =  hx; 

cos  6 


et,  par  conséquent, 

x'         r 


Considérons,    par   exemple,  la  surface  d'un  triangle 
sphérique  ABC  dont  les  côtés  sont  a,  è,  c. 
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Si  nous  faisons  coïncider  les  droites  OX,  OY,  OZ  avec 
les  rayons  OA,  OB,  OC,  nous  aurons 

—        rt/''        —        br^        —        cr^ 

On  peut  remarquer  que  les  deux  irièdres  0X1 Z, 
OX'Y'Z' étant  supplémentaires  l'un  de  l'autre,  on  a  égale- 
ment, en  faisant  usage  de  notations  symétriques  pour  les 
deux  systèmes  d'axes,  / 

.7;        j         z        r 

,    s.   Déterminer  le  centre  de  grm^ité  de  la  surjacc  du 
cône 

nui  est  comprise  entre  les  plans  a:--=:o,j^  =  o,  2  =  0, 
X  =^  a. 

On  trouve 

-       ^  -       -        4    . 

6.  Une  droite  tourne  autour  d\in  point  fixe  O  en 
s^appuyant  sur  une  courbe  S  dont  on  connaît  le  centre 
de  gravité  G  ;  trouver  le  centre  de  gravité  de  la  surface 
conique  terminée  au  point  fixe  et  à  la  courhe. 

Le  point  cherclié  est  sur  la  droite  OG  aux  deux  tiers 
de  sa  longueur. 

SECTION  IX. 

CORPS    HÉTÉROGÈKES. 

Lorsque  dans  un  corps  la  densité  varie  d'un  point  à  un 
autre,  on  détermine  le  centre  de  gravité  de  ce  corps  par 
des  formules  qui  différent  de  celles  que  nous  avons  era- 
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ployées  dans  les  sections  précédentes  par  la  seule  addi- 
tion, sous  les  signes  J.,  de  la  densité  p  exprimée  en  fonc- 
tion des  coordonnées. 

î.  Déterminer  le  centre  de  gravùc  de  la  surface  dhin 
hémisphère^  lorsque  la  densité  de  chaque  point  de  cette 
surface  est  proportionnelle  à  sa  distance  de  la  hase. 

On  peut  considérer  la  demi-splière  comme  engendrée 
par  la  révolution  d'un  quart  de  la  circonférence 

X-  -\-  y-  ^  a- 

autour  de  l'axe  des  x  5  dès  lors,  si  l'on  représenîe  par  ds 
l'élément  de  l'arc  du  cercle,  et  c[ue  l'on  décompose  la 
demi-sphère  en  zones  intiniraent  étroites  et  parallèles  à 
la  base,  on  a  , 

fiTzpxfds         fp.xyds 

~~   f'^-^?J^^s   ~  f^X'^^  ' 
et,  puisque  p  est  proportionnelle  à  x, 

—        fx'^yds 
J'xjds  ' 
d'ailleurs , 


do 


x'^  a 

ds  :=■  \  I  \  -\ dx  =  —  dx . 

y'         y     ' 


ne 


x-dx 


«/ o 


2 

3"- 


xdx 


2.  Déterm,iner  le  centre  de  gravité  d'une  droite  ma'- 
térielle,  dont  la  densité  'varie  comme  la  ;z'^""=  puissance 
de  la  distance  à  un  point  fixe  pris  sur  le  prolongement 
de  cette  droite. 

T.    2e   ÉDIT.  3 
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Soient  a,  è,  x  les  distances  de  ce  point  fixe  aux  extré- 
ités  de  la  di 
On  trouve 


mités  de  la  droite  et  à  son  centre  de  gravité. 


n  H-  I  b"+-  ■ 


3.  Détenniner  le  centre  de  grai^ité  de  la  surface  d'un 
quart  de  cercle  où  la  densité  est  proportionnelle  à  la 
jiième  puissance  de  lu  distance  an  centre. 

Si  l'on  prend  les  rayons  extrêmes  pour  axes  coordon- 
nés, et  que  l'on  représente  par  a  le  rayon  du  cercle,  on 

trouv  e 

—        —        n  -\-  1     la 


SECTION  X. 

COMPOSITION   DES  FORCES  PARALLÈLES. CENTRE  DES  FORCES 

PARALLÈLES.  CENTRE    DE    GRAVITÉ    DES    POLYGONES    ET 

DES    POLYÈDRES. 

Lorsque  des  forces  parallèles  en  nombre  quelconque 
sollicitent  les  différents  points  d'un  système  solide,  elles 
peuvent,  en  général,  se  réduire  à  une  résultante  unique 
dont  la  direction  passe  toujours  par  un  même  point  du 
système,  c[uelle  que  soit  leur  direction.  Ce  point  unique 
est  le  centre  des  forces  parallèles. 

Soient  P  l'une  quelconque  des  forces  parallèles,  x,j\, 
z  les  coordonnées  de  son  point  d'application,  x.,  y,  z 
celles  du  centre  des  forces  parallèles,  R  la  résultante  et  2 
un  signe  sommatoire  qui  s'étend  à  toutes  les  forces  con- 
sidérées. 

On  a 

R—    P       -_£ff       -__  zPj       -_2Pz 
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Ces  formules  ont  été  données  pour  la  première  fois  par 
'  Varîgnon  dans  les  Mémoires  de  V Académie  des  Sciences 
de  Paris  pour  l'année  lyi/i'  Elles  cessent  d'être  appli- 
cables lorsque  2P  =  o  5  car  alors  les  forces  parallèles  ne 
peuvent  se  réduire  à  une  résultante  unique,  elles  se  com- 
posent en  un  couple. 

1 .  Aux  sommets  d\in  triangle  rigide  sont  appliquées 
trois  forces  parallèles,  et  proportionnelles  aux  côtés  op- 
posés. Déterminer  le  centre  des  forces  parallèles. 

Soient  a,  Z>,  c  les  côtés,  A,  B,  G  les  sommets  opposés, 
^a,  |7.&,  jy.c  les  forces  qui  leur  sont  appliquées 5  prenons 
AB  pour  axe  des  x,  AC  pour  axe  des  j. 

Il  vient 

—  b  .i>.c  bc  —        — 

^  =  -. = -, »      et      r=zx, 

y.a  -h  iio  -h  ^c       a  -h  b  -h  c 

Si  l'on  nomme  7'  la  longueur  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  centime  des  forces  parallèles  sur  le  côté  AB, 
on  a 

—  c.^cosA  surface  du  trianî:!le 

/•  =   Y  ces  A   =    ; =  2.   T—. ; j 

Cl  -h  b  -h  C  périmètre 

c'est  la  longueur  du  rayon  du  cercle  inscrit  au  triangle 
ABC.  Le  centre  des  forces  parallèles  coïncide  donc  avec  le 
centre  du  cercle  inscrit. 

Il  est  facile  d'arriver  sans  calcul  à  la  même  conclusion. 
En  effet,  on  aura  la  résultante  des  trois  forces  en  compo- 
sant d'abord  entre  elles  les  forces  p.^  et  pc,  puis  la  résul- 
tante partielle  obtenue  avec  la  force  p.«;  or,  cette  résul- 
tante partielle  a  son  point  d'application  au  point  qui 
divise  le  côté  BC  en  parties  proportionnelles  aux  côtés 
adjacents.  Ce  point  appartient  à  la  bissectrice  de  l'angle  A-; 
donc  la  résultante  totale  des  trois  forces  (j.a,  ^b,  ^c  a  son 
point  d'application  sur  la  bissectrice  de  l'angle  A.  Ce  point 

3. 
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est  par  la  même  raison  sur  la  bissectrice  de  l'angle  B5  il 
s'ensuit  qu'il  coïncide  avec  le  centre  du  cercle  inscrit. 

2.  Démontrer  que  le  centre  de  la  sphère  inscrite  à  un 
tétraèdre  est  aussi  le  centre  commun  de  gravité  de  cjuatrë 
masses  proportionnelles  aux  aires  des  faces  du  tétraèdre 
et  placées  respecti\^ement  aux  sommets  opposés. 

Jnnales  de  Gergonne,  t.  XVII,  p.  33i;   1827. 

Cette  proposition  se  démontre  comme  celle  qui  fait 
l'objet  du  numéro  précédent. 

Soient  ABCD  le  tétraèdre,  «,  b,  c,  d  les  aires  des  faces 
opposées  aux  sommets  de  même  nom. 

Les  forces  ^.b  et  ac,  appliquées  aux  sommets  B  et  C, 
donnent  une  résultante  appliquée  au  point  qui  divise 
l'arête  BC  en  segments  proportionnels  aux  faces  c  et  b 

de  l'angle  dièdre  opposé  BADC. 
Or,  ce  point,  nous  allons  le  voir, 
appartient  au  plan  bissecteur  du 
dièdre  BADC.  S'il  en  est  ainsi, 
la  résultante  totale,  que  l'on  ob- 
tiendra en  composant  la  résul- 
tante partielle  déjà  obtenue  avec 
les  forces  y.a  et  [xd,  aura  évi- 
demment son  point  d'applica- 
tion sur  le  plan  bissecteur  du 
dièdre  BADC.  Ce  point  doit  se 
trouver  par  la  même  raison  sur 
les  plans  bissecteurs  des  autres 
dièdres  5  donc  il  coïncide  avec  le  centre  de  la  sphère  in- 
scrite. 

Il  reste  à  prouver  que  le  plan  bissecteur  de  l'angle 
dièdre  BADC  partage  l'arête  opposée  BC  en  deux  seg- 
ments BI  et  CI,  proportionnels  aux  faces  adjacentes  BAD 
et  CAD  de  l'angle  dièdre. 
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Pour  cela,  considérons  le  tétraèdre  en  projection  sur 
un  plan  BD'C  mené  par  le  sommet  B  perpendiculaire- 
ment à  l'arête  AD.  Soient  C  la  projection  de  C,  D'I'la 
trace  du  plan  bissecteur  sur  le  plan  de  projection.  Cette 
trace  partage  BC  au  point  I'  en  deux  segments  propor- 
tionnels à  BD'  et  C  D'.  Ce  même  plan  bissecteur  coupe  le 
plan  projetant  de    BC   suivant  une  droite  l'I  parallèle 

BI        TiD' 
à  ce.  Il  s'ensuit  crue  —  =  -—. — ;  ;  mais  BD'  est  la  hauteur 
^       CI        CD 

du  triangle  BAD,  et  CD'  est  égal  à  la  hauteur  du  triangle 
de  même  base  CAD  5  donc 

BI        tr.  BAD 


CI        tr.  CAD 

3.  y^.ux  trois  sommets  B,  C,  D  <:/'// ?2  tétraèdre  ABGD 
sont  appliquées  trois  forces  parallèles  P,  Q,  R.  Déter- 
miner la  distance  de  leur  centre  au  sommet.  A. 

Soient  /•  cette  distance  et  AB  =  /?,  AC  =  c,  AD  =  d. 
On  a 

/•=  (P  +  Q  H-  R)=  =  P-  b'  H-  Q^f-'  -f-  Pv=f/-  +  2PQ  bcQOi  (BAC) 

+  2QPt«/cos(CAD)  +  2RPJ6cos(DAB). 

4.  A  trois  points  fixes,  qui  ont  pour  coordonnées  a,  h  ^ 
a',  h'  -^  a",  b"j  sont  appliquées  trois  forces  parallèles  /?,  p' , 
p"  -^  les  deux  premières  forces  sont  constantes,  et  la  troi- 
sième variable.  Déterminer  le  lieu  du  centre  des  forces 
parallèles. 

Ce  lieu  est  la  droite  représentée  par  l'équation 

[ap  +  a'p')  b"  +  [[a"  -  a)  p  +  [a"  -  a')p'\y 

=  [bp  +  b' p')  a"  +  \[b"  —  b)p  +  {b"—  b')p']x. 

5.  n  forces  parallèles  et  constantes  sont  appliquées  à 
n  points;  n  —  i  de  ces  points  restent  fixes,  pendant  que 
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le  dernier  décrit  une  courbe.  Montrer  que  le  centre  des 
forces  parallèles  décrit  une  courbe  semblable  et  senibla- 
blement  placée. 

Considérons  en  particulier  deux  corps  dont  l'un  reste 
fixe,  tandis  que  le  centre  de  gravité  de  l'autre  décrit  un 
cercle  d'un  mouvement  uniforme. 

Soient  P  le  poids  du  corps  fixe,  G  son  centre  de  gra- 
vité, P'  et  G'  le  poids  et  le  centre  de  gravité  du  corps 
mobile,  a  la  distance  du  point  fixe  G  au  centre  O  du 
cercle  décrit  par  G'. 

Le  centre  de  gravité  G  de  l'ensemble  des  deux  corps  dé- 
crit d'un  mouvement  uniforme  un  cercle  dont  le  centre  O' 
est  sur  la  droite  GO,  à  une  distance  du  premier  point 

'     1     -       ^' 
eg^le  a  ^-^-p-,  a. 

Supposons  que  le  corps  P  soit  une  forte  aiguille,  et  P' 
un  petit  poids  c[ui  tourne  dans  u.n  plan  vertical  par  l'effet 
d'un  mouvement  d'horlogerie  fixé  à  l'aiguille.  Si  nous 
suspendons  le  système  par  un  axe  horizontal  passant  au 
point  O',  le  centre  de  gravité  G  devra  se  trouver  constam- 
m.ent  au-dessous  de  ce  point  sur  la  même  verticale 5  et, 
par  suite,  l'aiguille  tournera  autour  de  O'  d'un  mouve- 
ment uniforme.  Elle  pourra  marquer  les  heures. 

Cette  petite  machine  a  été  construite  :  on  la  nomme 
Vhorloge  magique,  parce  que  l'aiguille  revient  d'elle- 
même  sur  l'heure  quand  on  l'en  a  écartée. 

6.  Les  centres  de  gravité  de  V aire  et  du  cojitour  dhui 
polygone  circonscrit  à  une  circonférence  sont  toujours 
situés  sur  une  droite  qui  passe  par  le  centre  de  cette  cir- 
conférence ^  leurs  distances  au  centre  de  la  circonférence 
inscrite  sont  entre  elles  dans  le  rapport  de  "2.  à  "à. 

En  effet,  décomposons  le  polygone  en  triangles  ayant 
leur  somnaet  commun  au  centre  du  cercle  inscrit.   Pla- 
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çons  ensuite  aux  trois  sommets  de  chaque  triangle  des 
niasses  sphériques  égales,  ayant  leurs  centres  aux  sommets 
et  proportionnelles  aux  aires  des  triangles,  c'est-à-dire  à 
leurs  bases.  Le  centre  de  gravité  du  contour  sera  celui  des 
poids  placés  aux  sommets  du  polygone.  Admettons  que 
tous  ces  poids  soient  réunis  en  une  seule  masse  à  leur 
centre  de  gravité.  Alors  le  centre  de  gravité  de  l'aire  s'ob- 
tiendra en  composant  cette  masse  avec  celle  qui  se  trouve 
au  centre  du  cercle  et  qui  est  moitié  moindre  5  il  sera 
donc  situé  sur  la  droite  qui  réunit  le  centre  du  cercle  au 
centre  de  gravité  du  contour,  et  sa  distance  au  premier 
point  sera  double  de  sa  distance  au  second,  ce  qui  démontre 
le  théorème. 

Cette  proposition  a  lieu  pour  un  triangle  quelconque  5 
elle  s'appliquerait  aussi  à  un  polygone  gauche  dont  les 
côtés  seraient  tangents  à  une  sphère.  Seulement  il  fau- 
drait, dans  ce  cas,  remplacer  l'aire  polygonale  par  la 
somme  des  aires  triangulaires  qui  ont  leur  sommet  com- 
mun au  centre  de  la  sphère  et  qui  ont  pour  bases  les  côtés 
du  polygone  circonscrit. 

Brassine,  Journal  àe  M.  Liouviîle,  t.  VIII;  i843. 

7.  Le  centre  de  gravité  d'un  polyèdre  circonscrit  à 
une  sphère  est  situé  sur  la  droite  cj ni  joint  le  centre  de 
gravité  de  la  surface  de  ce  polyèdre  avec  le  centre  de  la 
sphère  inscrite. 

Les  distances  du  centre  de  gravité  du  polyèdre  et  du 
centre  de  gravité  de  sa  surface  au  centre  de  la  sphère 
inscrite  sont  entre  elles  dans  le  rapport  de  'i  à  ^. 

Ces  propositions  sont  vraies  pour  une  pyramide  trian- 
gulaire quelconque.  Elles  se  démontrent  comme  celles 
qui  précèdent,  seulement  les  triangles  sont  remplacés  par 
des  pyramides  triangulaires  ayant  leur  sommet  commun 
au  centre  de  la  sphère  inscrite. 


40  MÉCANIQUE    RATIONNELLE. 

Ce  mode  de  démonstration  s'applique  avec  avantage  à 
la  plupart  des  propositions  connues  sur  les  centres  de  gra- 
vité des  polygones  et  des  polyèdres. 

Brassine,  Journal  de  M.  Liouville,  t.  VIII;  i843. 

8.  Démontrer  que  si  trois  hommes  soutiennent  par  les 
trois  sommets  une  plaque  triangulaire,  homogène  et  d'é- 
gale épaisseur,  chacun  d'eux  porte  un  poids  égal. 

9.  (Quatre  hommes  ont  à  porter  une  plaque  triangu- 
laire, homogène  et  d'égale  épaisseur.  Deux  d'entre  eux 
la  prennent  chacun  par  un  sommet.  A  quels  points  du 
hord  doivejit  la  saisir  les  deux  autres,  afin  que  le  poids 
soit  également  répaiti  entre  les  quatre  porteurs  ? 

On  démontre  aisément  que  les  points  clierchés  sont 
situés  sur  les  côlés  qui  aboutissent  au  sommet  libre,  à 
une  distance  de  celui-ci  égale  au  tiers  du  côté. 

10.  Trois  hommes  ont  à  transporter  une  plaque  ho- 
mogène,  d'égale  épaisseur,  formant  un  parallélo- 
gramme. L'un  d'eux  saisit  la  plaque  par  un  sommet. 
On  demande  à  quels  points  du  contour  les  deux  autres 
porteurs  doiueyit  la  saisir,  afin  que  le  poids  soit  égale- 
ment réparti  entre  eux  tous. 

Ils  doivent  prendre  la  plaque  au  milieu  des  côtés  du 
parallélogramme  non  adjacents  au  premier  sommet. 

H.  Les  côtés  d\in  tiiangle  ABC  sont  dis^isés  en  seg- 
ments proportionnels  par  les  points  D,  E,  F;  c'est-à-dire 

que  Von  a 

BD  _  CE  _  AF 
DC  ~  ËX  ~  FB  ' 

Montrer  que  le  centre  de  gravité  de  Vaire  du  triangle 
DEF  coïncide  avec  celui  de  Vaire  du  premier  triangle. 


STATIQUE.  41 

Démonstration.  —  On  sait  que  le  centre  de  gravité 
de  l'aire  d'un  triangle  coïncide  avec  celui  de  trois  poids 
égaux  placés  aux  sommets. 

Plaçons  aux  extrémités  de  chaque  côté  du  triangle  ABC 
deux  poids  proportionnels  aux  segments  adjacents,  et 
dont  la  somme  soit  égale  à  P.  Chaque  sommet  portera  le 
même  poids  P.  Or,  les  deux  poids  appliqués  à  l'un  quel- 
conque des  côtés,  BC,  ont  pour  résultante  un  poids  P  ap- 
pliqué en  D.  Donc  trois  poids  P,  appliqués  aux  sommets 
du  premier  triangle,  ont  même  résultante  que  trois  poids 
égaux  appliqués  aux  sommets  du  second  triangle  5  il  s'en- 
suit que  les  deux  aires  triangulaires  ont  même  centre  de 
gravité. 

On  peut  en  conclure  que  les  médianes  des  deux  trian- 
gles se  coupent  au  même  point. 

'12.  Un  jeu  de  cartes  est  placé  sur  la  table.  On  avance 
la  carte  de  dessus  dans  le  sens  de  sa  longueur,  aussi  loin 
quelle  peut  se  tenir  horizontale.  Sans  déranger  la  posi- 
tion de  cette  première  carte  sur  la  seconde,  on  avance 
celle-ci,  autant  que  possible.  Sans  déranger  les  positions 
relatives  des  ti^ois  premières  cartes,  on  avance  pareille- 
ment la  troisième  ;  et  ainsi  de  suite,  jusquà  la  carte  de 
dessous  qui  reste  imniobde. 

On  demande  de  déterminer  les  distances  dont  les 
cartes  successives  avancent  l'une  sur  P  autre. 

Les  dislances  chercliées  sont  les  produits  de  la  demi- 
longueur  d'une  carte  par  les  termes  successifs  de  la  pro- 
gression harmonique 
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La  courbe  qui  passe  par  les  extrémités  des  cartes  est  une 
logarithmique. 
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SECTION  XL 

THÉORÈME    DE    GULDIN . 

Lorsqu'une  aire  plane  tourne  autour  d'un  axe  extér-ieur 
situé  dans  son  plan,  le  volume  du  solide  engendré  est  égal 
à  celui  du  prisme  qui  aurait  pour  base  l'aire  génératrice, 
et  pour  hauteur  la  longueur  de  l'arc  de  cercle  parcouru 
par  le  centre  de  gravité  de  l'aire. 

Lorsqu'une  courbe  plane  tourne  autour  d'un  axe  exté- 
rieur situé  dans  son  plan,  l'aire  de  la  surface  engendrée 
est  égale  à  celle  du  rectangle  dont  les  côtés  seraient  égaux 
en  longueur  à  la  courbe  génératrice  et  à  l'arc  du  cercle 
parcouru  par  le  centre  de  gravité  de  la  courbe. 

Il  est  clair  que  la  figure  mobile  doit  être  située  tout 
entière  d'un  même  côté  de  l'axe  de  rotation. 

Ces  deux  propositions  furent  d'abord  énoncées  par  Pap- 
pus,  géomètre  d'Alexandrie,  dans  la  préface  du  livre  VIP 
de  ses  Collections  mathématiques  ("^j  ;  toutefois  on  les 
nomme  ordinairement  théorèmes  de  Guldiii,  parce  que 
ce  savant  jésuite  les  a  démontrées  et  signalées  à  l'attention 
des  géomètres  par  des  applications  élégantes,  dans  son 
Traité  De  centra  gra<^itatis,  lib.  ÏI  et  III  (i635.) 

1 .  Uaire  comprise  entre  une  parabole,  V axe  de  cette 
courbe  et  une  ordonnée  perpendiculaire  exécute  une 
révolution  complète  autour  de  V ordonnée.  Déterminer 
le  'Volume  du  solide  engendré. 

Soient  y  l'ordonnée,  x  sa  distance  au  somniel,  x  la 
distance  de  cette  même  ordonnée  au  centime  de  gravité  de 
Taire. 


(*)  Cet  ouvrage  fat  publié  pour  la  première  fois  dans  l'année  i58S. 
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Le  volume  cherché  est 

V  =  2  7r^  X  aire. 

Or,  X  =^  -=x^  et  l'aire  est  égale  à  -^  xy\  par  conséquent 

On  peut  observer  que  le  volume  du  cylindre  engendré 
par  la  révolution  du  rectangle  construit  sur  l'ordonnéej^ 
et  l'abscisse  x  tournant  autour  de  la  môme  ordonnée,  est 


égal  à 


n.-K--x.xY.,     ou     ■n-xV,     ou -5- V. 
2  o 

Ce  problème  fut  proposé  par  Kepler  dans  sa  Stéréomé- 
trie, et  résolu  par  Guldin,  De  ceiitro  grauitatis,  lib.  II, 
cap.  XII,  prop.  6. 

2.  Déterminer  le  centre  de  gravité  d'ufi  arc  de  cercle. 

Faisons  tourner  l'arc  de  cercle  autour  d'un  diamètre 
parallèle  à  sa  corde.  Il  engendre  une  zone  sphérique  dont 
la  svirface  est  égale  au  produit  de  27:  par  le  rayon  et  par 
la  corde.  Or,  d'après  le  théorème  de  Guldin,  celte  même 
surface  est  égale  au  produit  de  l'arc  et  de  la  circonférence 
décrite  par  le  centre  de  gravité  de  l'arc. 

Soit  X  la  distance  de  ce  centre  de  gravité  au  diamètre. 

Nous  avons 

2  77  X  rayon  X  corde  =  arc  yCi'Kx;  < 

d'où 

-       rayon  X  corde 


3.  Le  théorème  de  Guldin  subsiste  quelque  petit  que 
soit  l'angle  décrit  par  la  figure  mobile  dans  sa  rotation 
autour  d'une  droite  tracée  dans  son  plan.  Il  s'ensuit  que 
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si  Fon  imagine  un  plan  qui  roule  sans  glisser  sur  une  sur- 
face développable_,  une  aire  tracée  dans  ce  plan  engendre 
dans  ce  mouvement  un  volume  égal  au  produit  de  cette 
aire  par  la  longueur  du  chemin  que  décrit  son  centre  de 
gravité.  De  même,  une  ligne  tracée  sur  le  plan  engendre 
une  surface  égale  au  produit  de  la  longueur  de  cette  ligne 
par  la  longueur  du  cliemin  que  parcourt  son  centre  de 
gravité. 

On  suppose  que  la  figure  tracée  dans  le  plan  mobile 
reste  toujours  d'un  même  côté  par  rapport  à  la  droite 
mobile  de  contact  entre  le  plan  et  la  surface  dévciop- 
pable. 

Exemple.  —  Un  plan  roule  sans  glisse?'  sur  un  cy- 
lindre circulaire.  Calculer  le  ^volume  et  la  surface  du 
solide  qu  engendre  un  cercle  tracé  sur  le  plan. 

Soient  a  le  rayon  du  cercle,  r  le  rayon  du  cylindre, 
b  la  distance  initiale  du  centre  du  cercle  à  la  génératrice 
de  contact,  w  l'angle  décrit  par  le  plan,  ou,  si  l'on  veut, 
l'angle  décrit  par  un  plan  mobile  qui  passerait  constam- 
ment par  l'axe  du  cylindre  et  par  la  génératrice  de  con- 
tact. 

La  distance  du  centre  du  cercle  à  la  génératrice  de 
contact  est  Z>  +  /w  ;  la  longueur  de  l'arc  de  développante 
de  cercle  décrit  par  ce  centre  est  donc 


X 


rw)<:/w  =  w  (  b  -\ ^c 


Il  s'ensuit  que  le  volume  du  solide  engendré  est 

7r«^w  f  b  H rw  !  5 

\  2        ) 

et  sa  surface  courbe 

I 

H /-w 

2 
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4.  Déterminer  le  'volume  et  la  surface  de  V aiineau 
engendré  par  la  révolution  d^ un  cercle  autour  d^wi  axe 
extérieur  situé  dans  le  même  plan. 

Si  l'on  représente  par  a  le  rayon  du  cercle  et  par  h  la 
distance  de  son  centre  à  Taxe,  on  trouve  que  le  volume 
est  17^ a^h^  et  la  surface  i^if-ab. 

5.  Déterminer  le  volume  du  solide  engendré  par  la 
demi-révolution  d' une  ellipse  autour  d\in  axe  extérieur 
situé  dans  son  plan. 

Soient  la.,  "xh  les  axes  de  l'ellipse,  et  c  la  distance  de 
son  centre  à  l'axe  de  révolution.  Le  voluine  cherché  est 
égal  à  irahc. 

6.  Déterminer  le  volume  engendré  par  l'aire  com- 
prise entre  une  parabole,  l'axe  de  cette  courhe  et  une 
ordonnée  perpendiculaire,  lorsque  cette  aire  tourne  dhui 
angle  d  autour  de  la  tangente  au  sommet. 

Si  l'on  nomme  y  l'ordonnée  et  x  sa  distance  au  som- 

met,  on  trouve  que  le  volume  cherché  est  égal  à  ^  Qx'^j. 

7.  Déterminer  le  volume  et  la  su/face  du  solide  en- 
gendré par  la  révolution  d'un  arc  entier  de  cycloïde 
autour  de  sa  hase. 

Soit  a  le  rayon  du  cercle  générateur  de  la  cycloïde. 

On   trouve  que   le   volume   est   571^^%   et  la   surface 

64       , 
-3-71^-. 

8.  Déterminer  le  volume  et  la  surface  du  solide  en- 
gendré par  la  révolution  de  la  moitié  d' un  arc  de  cy- 
cloïde autour  de  C  axe  de  cette  courbe. 

Si  l'on  nomme  a  le  rayon  du  cercle  générateur  de  la 
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cycloïde,  on  trouve  que  le  volume  est  Tta^  (  ïï  "^  ~  )'  ^^ 
la  surface  8  tt  a^  (  tt  —  i^ 

9.  Déterminer  le  'volume  du  solide  engendré  par  la 
révolution  d'un  triangle  rectangle  autour  de  son  hypo- 
ténuse. 

Si  les  côtés  de  l'angle  droit  sont  a  et  è,  le  volume 
chercbé  est 

3  v^fl^  +  b' 
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CHAPITRE  IL 

ÉQUILIBRE  D'UN  POINT  MATÉRIEL. 


Soient  P  l'une  quelconque  des  forces  qui  sollicitent  un 
point  matériel  M  5  a,  S,  y  les  angles  que  forme  la  direc- 
tion de  cette  force  avec  trois  droites  qui  ne  sont  pas  pa- 
rallèles à  un  même  plan,  et  2  un  signe  sommatoire  qui 
s'étend  à  toutes  les  forces  P. 

Pour  que  le  point  M  reste  en  équilibre,  il  faut  et  il 

suffit  que  la  somme  des  projections  des  forces  sur  chacune 

des   droites   fixes   soit  nulle,    c'est-à-dire   que  l'on  doit 

avoir 

2Pcosa  =  o,     2Pcosp=o,     2 P  0057=0. 

Stevin,  de  Bruges  (*),  énonça  le  premier  les  conditions 
d'équilibre  d'un  point  matériel.  Après  avoir  examiné  la 
condition  d'équilibre  d'un  point  pesant  posé  sur  un  plan 
incliné  et  retenu  par  une  force  parallèle  à  ce  plan,  il  en 
conclut  que,  généralement,  pour  que  trois  forces  se  fas- 
sent équilibre  autour  d'un  point,  il  faut  et  il  suffit  qu'elles 
soient  proportionnelles  aux  côtés  d'un  triangle  formé  par 
des  parallèles  à  leurs  directions.  Un  principe  aussi  impor- 
tant demandait  une  démonstration  rigoureuse  5  Rober- 
val  (■''■*')  la  donna  en  s'aidant  de  la  considération  du  levier. 

Le  théorème  du  parallélogramme  des  forces  n'est  qu'une 
simple  modification  du  principe  de  Stevin;  toutefois,  il 
ne  fut  énoncé  qu'un  siècle  plus  tard  par  Newton  ('*'*■•')  et 

(*)  Beghinselen  DER  Waaghkonst;  i586.F''liYre  delà.  Statique,  prop.  19. 
(**)   Traité  de  Mécanique;  i636. 
(***)  Principia,  lex  III,  cor.  2;  1687. 
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Varignon  [*)  qui  le  découvrirent  presque  simultanément. 
Daniel  Bci'noulli  [**)  fut  le  premier  qui  démontra  ce 
théorème  comme  principe  de  Statique  et  sans  employer 
la  considération  du  mouvement.  Depuis  cette  époque,  le 
théorème  du  parallélogramme  des  forces  a  été  démontré 
de  bien  des  manières  5  Jacobi  l***)  en  a  recueilli  dix-huit 
démonstrations  de  différents  auteurs. 

Ajoutons  encore  que  la  môme  année  où  Newton  et  Va- 
rignon énoncèrent  la  loi  du  parallélogramme  des  forces, 
Lami  l****'^  publia  la  proposition  suivante,  qui  n'est, 
pour  ainsi  dire,  qu'un  nouvel  énoncé  de  celle  du  parallé- 
logramme :  Lorsquun  point,  matériel  reste  en  équilibre 
sous  Vactioji  de  trois  forces  P,  Q,  R,  on  a 

P:Q:R::sin(Q,  R):sin(R,  P):sin(P,  Q). 

SECTION  I. 

ÉQUILIBRE  SAKS   FROTTEMENT.    ATTRACTION. 

1.  Un  fil  ACBQ,  parfaitement Jlexible,  est  attaché  en 

Fiff- 3.  un  point  fixe  par  l'une  de  ses  extrémités  A.^ 

passe  dans  un  anneau  B  situé  à  la  même 

hauteur  que  le  point  A,   et  supporte   un 

poids  Q  par  son  autre  extrémité .  En  un 

point  C  de  la  partie  du  fil  qui  est  comprise 

entre  A  ei  B,  on  fixe  un  poids  P  tel,  que^ 

î"         a    lorsque   le   système   est    en    équilibre,    le 

point  C  se  trouve  à  égale  distance  des  verticales  menées 

par  A  fii  B.  Déterminer  le  rapport  des  poids  V  et  Q^. 


(*)  Projet  de  la  nouvelle  Mécanique  ;  1687. 
("*)  Comment.  Petrop.,  t.  I,  p.  126;  1726. 

C"**)  Whewell's  Philosophy  of  ihe  induct'we  sciences,  t.  I,  ■p.  197. 
("*"*)  Nouvelle  manière  de  démontrer  les  principaux  théorèmes  des  élé- 
ments de   Mécanique . 
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On  néglige  le  poids  du  jil  et  le  frottement  sur  Van- 
neau. 

Soit  CD  une  perpendiculaire  abaissée  du  point  C  sur 
la  droite  AB  5  posons 

AB  =  «,     AC=:b,     ACD=:9, 

et  nommons  T  la  tension  du  fil  AC 

Il  est  clair  que  la  tension  du  fil  BC  est  égale  à  Q,  et, 
puisque  D  est  à  égale  distance  de  A  et  de  B,  on  a 

BCD  =  9. 

Ceci  posé,  projetons  les  trois  forces  P,  Q,  T,  qui  solli- 
citent le  point  C,  successivement  sur  une  ligne  horizon- 
tale et  sur  une  ligne  verticale;  il  vient 

TsinO  =  QsinÔ, 
(T  +  Q)cosô  =  P; 
d'ailleurs 

-  =  y  sm  9. 
•2 

Si  l'on  élimine  T  et  0  entre  ces  trois  équations,  on  trouve 


Q-"        b 

2.    Un  point  matériel  M,  posé  sur  la  surface  d'un  el- 
lipsoïde de  réi^olution,  est  attiré  vers  les  foyers  F,  Y'  par 

deux  forces  proportionnelles  à   MF     et  Mf'    .  Déter- 
miner la  position  d'équilibre. 

On  néglige  le  frottement  du  point  matériel  sur  la  sur- 
face. 

Soient  "xa  l'axe  de  révolution,  et  /■,  /''  les  distances  du 
point  matériel  aux  foyers. 

I.     2''    ÉDIT.  4 
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Si  nous  considérons  la  section  faite  dans  la  surface  par 
le  plan  qui  contient  les  foyers  et  le  point  matériel,  et  que 
nous  projetions  les  deux  forces  sur  la  tangente  en  ce 
point  à  l'ellipse  de  section,  en  observant  que  cette  tan- 
gente est  également  inclinée  sur  les  deux  rayons  vecteurs, 
nous  aurons  la  condition  d'équilibre 

j.m  j.fm' 

qui,  avec  la  relation 


détermine  les  distances  r. 


Fig.  /,. 


3.    TJnjil  ACB  inextensible  et  sans  poids,  de  longueur 

donnée,  est  attaché  par 
ses  extrémités  à  deux 
points  jixes  A,  B.  Un 
autre  fil  inextensible  et 
--y^  sans  poids  est  attaché 
au  point  B ,  passe  dans 
un  très-petit  anneau  pe- 
sant C,  qui  est  lui-même 
enfilé  dans  le  premier 
fil  ACB,  et  porte  à  son 
extrémité  inférieure  un 
poids  P. 

Déterminer  la  position  d'équilibre  d'un  tel  système. 

Soient  A,  B,  C  les  angles  et  a,  &,  c  les  côtés  du  triangle 
ABC,  ip  son  périmètre,  a  l'angle  que  fait  AB  au-dessus 
de  l'horizontale,  [i  le  poids  de  l'anneau  C. 

D'après  les  formules  bien  connues  qui  donnent  les 
angles  d'un  triansrle  en  fonction  de  ses  côtés,  on  a 


A  B 

tane  —  tang  - 


P  — 
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Pour  exprimer  que  les  forces  appliquées  au  point  C  se 
font  équilibre,  il  suffit  d'écrire  que  leurs  projections  ho- 
rizontales et  verticales  se  détruisent  séparément.  Il  vient, 
en  nommant  t  la  tension  du  fil  ACB, 


et 


(P  +  c')cos(a  +  B)  =:  ,'cos(A  —  a) 

(P  -V-  r)sin(a  +  B)  H-  rsin(A  —  a)  =  P  -{- p.. 

De  la  première  de  ces  équations  on  tire  la  valeur  de  Z, 
on  la  reporte  dans  la  seconde-,  alors  celte  dernière,  en 
ayant  égard  à  la  relation  (i),  peut  se  mettre  sous  la  forme 


taniT  -  —  t  ne;  — 
*=  2  *=  2 


Pc—    'v^ 


ifP 


P-, 


yj  (P  -4-  p.)  cos  a 


A  B 

On  connaît  le  produit  et  la  différence  de  tang—  et  tang  -j 

on  sait  trouver  ces  quantités  à  l'aide  d'une  équation  du 
deuxième  degré. 

Quand  on  néglige  le  poids  p.  de  l'anneau,  on  trouve 

A  p  —  c   i  -\r  sin  a 

tang  —  = — 5 

2  p  cos  K 


taniî  — 

^    2 


î  —  sin  a 


-i.    Toutes  les  molécules  d'une  demi- sphère  solide  et 
Fig.  5.  homogène  sont  douées  d'un  pouvoir  at- 

tractij  en  raison  inverse  du  carré  de  la 
distance.  En  quel  lien  de  Vaxe  de  ce  corps 
jaut-il  placer  un  point  matériel  pour  qu'il 
reste  en  équilibre  sous  V action  des  forces 
attractives  ? 

Soient  CA  l'axe  de  la  demi-sphère, 
DCD'  im  diamètre  de  la  base,  O  la  posi- 
tion cherchée  du  point  matériel,  DAD'  l'intersection  de 
la  surface  de  la  demi-sphère  par  le  plan  des  droites  CA, 

4. 
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DCD';  traçons  la  droite  BOB'  perpendiculaire  à  CA. 
D'un  point  M  pris  sur  l'arc  BA  abaissons  la  perpendicu- 
laire MP  sur  l'axe,  et  d'un  point  m  pris  sur  l'arc  BD 
abaissons  de  même  la  perpendiculaire  inp.  Posons 

CA  =  «  =  CD,     CO  =  c,     0B  =  6,     OJ}:^b',     OM  = /■, 
OP  =  X,      MP  =  r,      Om  —  r',      Ojj=z  x' ,      mp  =  r'; 

nommons  p.  l'attraction  de  l'unité  de  masse  à  l'unité  de 
distance,  et  o  la  densité  de  la  sphère. 

Ceci  posé,  l'attraction  exercée  sur  le  point  O  par  une 
tranche  MPM'  perpendiculaire  à  l'axe  et  d'épaisseur  dx 
est  dirigée  suivant  OA,  et  a  pour  expression 


S.T^iJ-pdx  j — '■ z=  0,7:  upxdx  s  ■ ■ dj- 


=  2 TTpp  (  I  —  —  \  dx; 

par  conséquent,    l'attraction  X  du   segment   de   sphère 
OBAB'  est  dirigée  suivant  OA,  et  est  égale  à 

1  Tï^p    ï  f  I \  dx^=.  7.  Tzy.p  ia  —  c  —    j  -  dx  )  ' 

De  même,  l'attraction  X'  de  la  tranche  CDBOB'D'  est  di- 
rigée suivant  OC,  et  a  pour  valeur 

27rpp/c—   j      '^^^^'j- 

Or  la  Géométrie  nous  donne  la  relation 

r-z=x^-\-{n-\-.T-\-c)(a  —  ,r  —  c)  =  b-  —  2  ex, 


dr; 


d'où  l'on  tire 

cdx  =  —  rdr, 

ou 

xdx               b^—r^ 

r                     ic'^ 

STATIQUE. 

par  conséquent, 

X  ^  2  7r|/p     fl  —  c -i I  [b- —  7'^)dr  \' 

On  trouve  pareillement 

r'*^  ù-  +  2C".r', 
x'dx'  b'~r" 
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dr' 


1  & 


OU,  ce  qui  est  la  même  cliose, 

X'=2:rfzpj^c+^^y     {b^-r-)dr    • 

La  condition  d'équilibre 

X=X' 
peut  donc  s'écrire 

a  —  2c= — ■    /        ib'  —  r')dr 

=  ~  b^b'+c  -a)-{-  ~[(a—cY—b'']. 
ic'  oc-  "  ^ 

Eliminant  b  et  b'  par  les  relations 

b'^^a^-^c'^     et     b'-=^  a-  -T-  c'"-, 

il  vient  d'abord 

(i)  a^  —  4^'  =  (^^ — ■2c-)\Ja''-h  C; 

puis,  en  élevant  au  carré, 

I2C'  —  8fl'c  +  Sfl!''  =  O. 

Cette  équation  détermine  c.   Elle  n'a  que  deux   racines 


54  MÉCANIQUE    EATIOK?<ELLE. 

réelles,  toutes  deux  positives.  L'une  d'elles  est  à  peu  près 

égale  à  -a.  Celte  racine  est  étrangère  au  problème,  elle 

a  été  introduite  en  élevant  au  carré  l'équation  (i)  -,  car  si 
on  la  reporte  dans  cette  équation,  elle  ne  la  vérifie  qu'à 
la  condition  c^u'on  prendra  le  radical  ,  c'est-à-dire  b', 
avec  le  signe  — .  L'autre  racine  est  approximativement 

3 
r  =  —  a; 

7 
c'est  elle  qui  résout  le  problème. 

Diarian  Repository,  p.  &'}.^. 

5.  La  plus  grande  attraction  quiine  masse  homo- 
gène de  figure  quelconque  puisse  exercer,  suiua?it  la  loi 
de  la  grqvitalioTi  universelle,  sur  un  point  placé  comme 
l  on  "Voudra^  est  à  V attraction  que  la  même  masse,  ré- 
duite en  sphère  homogène  et  de  même  volume,  exerce- 
rait sur  un  point  placé  à  sa  surface,  dans  le  rapport 
deZ  à  y  23. 

Le  corps  de  plus  grande  attraction,  sous  une  masse  et 
un  volume  donnés,  jouit  de  cette  propriété,  c|ue  les  molé- 
cules situées  à  sa  surface  exercent  des  attractions  égales 
suivant  la  direction  do  la  résultante.  En  eflet,  considérons 
un  corps  homogène  dont  toutes  les  molécules  situées  à  la 
surface  exercent  des  attractions  égales.  Si  nous  déplaçons 
une  de  ses  molécules,  ce  ne  peut  être  qu'une  molécule  de 
la  surface,  autrement  nous  changerions  la  densité;  et  cette 
molécule  ne  peut  être  placée  qu'à  l'extérieur.  Or  je  dis 
que  toute  molécule  située  à  l'extérieur  attire  moins  qu'une 
molécule  placée  sur  la  surface  primitive. 

Prenons  le  point  attiré  pour  origine  de  coordonnées 
polaires,  dont  l'axe  coïncidera  avec  la  direction  de  l'at- 
traction résultante,  et  nommons  A  une  constante.  La  sur- 
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face  d'égale  altraclioii  aura  son  équation  de  la  forme 

(r\  cos9  _  I 

\    '  A*  A- 

et  il  est  clair  que  pour  tout  point  extérieur  ou  aura 

CCS  9         I 

c'est-à-dire  que  l'attraction  sera  moindre  que  pour  un 
point  de  la  surface. 

De  là  il  résulte  que  nous  pouvons  prendre  l'équa- 
tion (C)  pour  représenter  la  surface  du  corps  de  plus 
grande  attraction,  sous  une  masse  et  un  volume  donnés. 
Nous  supposerons  la  densité  du  corps  égale  à  l'unité,  et 
nous  prendrons  pour  unité  de  force  l'attraction  de  l'unité 
de  masse  à  l'unité  de  distance. 

D'après  cela,  le  volume  du  corps  est 


iTv   j       I     r-sïn9d0dr  =1^  TV  i     /"sinô 
Jo     t/O  ^      Jo 


dB 


^         Jo 
et  l'attraction  qu'il  exerce  a  pour  valeur 


10 


%/o     «/o 


2  _3  £ 

sin9cos9<^9f7/--Tn;  o.ttA  f     cos^9sin9r/9  =: -r;  tt  A. 


Le  rayon  R  de  la  sphère,  qui  a  même  volume  et  même 
masse,  doit  vérifier  l'équation 

57rR3=-^7rA^'; 
3  i5 

d'où 

A 


R 


7^ 

V  0 
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On  eu  conclut  que  l'attraction  de  cette  splière  sur  un 
point  placé  à  sa  surface  est  égale  à 

par  conséquent,  le  rapport  de  l'attraction  du   premier 
corps  à  celle  de  la  sphère  a  pour  expression 

4 

-  7I-A 

5  3 


4!lA      J/25 
3  ^5 

Ce  rapport  diffère  peu  de  l'unité.  Il  s'ensuit  que  l'at- 
traction newtonienne  ne  suffit  pas  pour  expliquer  l'adhé- 
rence des  molécules  dans  un  corps  solide.  Il  faut  nécessai- 
rement admettre  des  forces  moléculaires  qui  agissent  avec 
une  intensité  beaucoup  plus  grande  à  de  petites  dis- 
tances. 

Le  solide  qui  à  égalité  de  volume  exerce  la  plus  grande 
attraction  sur  un  point  matériel  est  à  peu  près  semblable 
à  un  œuf,  dont  le  sommet  le  plus  allongé  serait  au  point 
attiré.  La  longueur  de  l'axe  étant  A,  la  plus  grande  or- 
donnée de  la  courbe  méridienne  est 


4  /     O 

son  abscisse  ou  sa  distance  au  sommet  est 


v'ïay/J^ 


Marquis  de  Saint- Jacques  ,  Mémoires  des  Savants 
étrangers,  t.  I,  p.  lyS;  l'jSo. 

Gauss,  Principia  generalia  theoriœ  figurce  fliùdorum 
in  statu  œquilibrii;  Gœttingue,  i83o. 
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6.   Démontrer  la  proposition  suivante 


07 


Si  l'on  admet  que  l'attraction  de  la  matière  ne  dépend 
que  de  la  distance^  la  seule  loi 
d^ attraction ,  suivant  laquelle 
une  couche  sphérique  homo- 
gène n'exerce  aucune  action 
sur  un  point  intérieur,' est  celle 
de  l'attraction  en  raison  in- 
verse du  carré  de  la  distance  ; 
mais  si  Von  suppose  que  V at- 
traction dépend  à  la  fois  de  la 
distance  et  du  rayon  de  la  couche  sphérique,  il  est  une 
infinité  de  lois  diaprés  lesquelles  la  couche  n'exerce 
aucune  action  sur  le  point  intérieur. 

Soient  r  le  rayon  intérieur  de  la  couche; 

dr  l'épaisseur  infiniment  petite  de  cette  couche; 

a  la  distance  d'un  élément  E  de  cette  couche  au  point 
attiré  M; 

c  la  distance  du  centre  O  au  point  M; 

Q  l'angle  que  le  rayon  OE  fait  avec  la  direction  OM; 

(ç  l'angle  que  la  droite  ME  fait  avec  la  même  direction: 

et  jf  («,/■)  l'attraction  de  l'unité  de  volume  située  sur 
la  couche  à  la  distance  u  du  point  attiré. 

La  direction  de  l'attraction  résultante  coïncide  évidem- 
ment avec  la  droite  MO,  et  la  valeur  de  cette  résultante 
est 


R  ■=  27r  r''  dr  j      cos(fsm9f[u,  r)  d9. 


Or 


on  a 


sin9 

c 

sm© 

r 

sin  (9 


sin(j) 


dilïérentiant  ces  équations  par  rapport  à   w,    c  et  cp,  il 
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vient 

du 
COSçp  ==  --J 

de 

et  si  l'on  observe  que 


du, 
de' 


car  rest  une  constante,  on  verra  aisément  que  l'attraction 
résultante  peut  se  mettre  sous  la  forme 

R  =  27ir'dr~-  j     \s\nQ     /{il,  r)du\dQ. 

Nous  pouvons  exprimer  la  variable  6  en  fonction  de  la 
variable  u  :  ces  variables  sont  unies  parla  relation 

u-  =  c-  -{-  r-  —  2 er  ces  9  ; 
d'où 

smB  dO  =  —du. 
cr 

Posons,  pour  abréger, 
(i)  ff{u,r)du=zF{a,r), 

(2)  j   uF{u,7-)duzr=I^[u,r), 

et  observons  qu'aux  limites  6=0,  6  =  7:  correspondent 
les  limites  u  =  r  —  c,  z*  =  r  +  c  ;  alors  il  vient 


[3)  R  =:  l'Krdr.  — 

de 


■F[r-\-e,r)-F[r-e,ry. 
0  ï 


Pour  que  l'attraction  R.  soit  nulle,  il  faut  que  la  quantité 

F{r  +  e,r)  —  F{r—e,T-) 
c 

soit  indépendante  de  c  5  nous  pourrons  donc  poser 

F[r-^  c,  r)  —  F{r  —  c,  r)  =  cy  [r), 
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cf  (r)  étant  une  quantité  indépendante  de  c.  On  en  con- 
clut, par  une  double  différenliation  relative  à  c, 

(4)  F:{r+c,r)-~F:[r-c,r)=o. 

Maintenant,  il  nous  faut  distinguer  deux  hypothèses. 
Admettons  d'abord  que  la  loi  dePattraction  soit  indépen- 
dante du  rayon  delà  couche;  alors  ^"(«5  r)  se  réduit  à 
J^{u),  et  l'équation  précédente  devient 

F:{r  +  c)-F:{r~c)=o. 

Ici  r  et  c  sont  quelconques  ;  il  en  est  de  même  de  leur 
somme  r-h  c  et  de  leur  dilï'crence  r —  c;  d'ailleurs 

F:{r-c)=F:.LA'--c]i 

par  conséquent,   la  dérivée  seconde  i^"  (if)  est  indépen- 
dante de  n,  et  la  dérivée  troisième  F'"  [u)  est  nulle. 
Or,  d'après  l'équation  (2),  on  a 

F'  (u)  =  hF(«), 

(5)  i^"(«)  =  F(M) +  «¥'(«), 
F"'{u)=:^¥'[u)-i-uF"{u), 

et,  si  l'on  a  égard  à  l'équation  (i), 

i^'"(«)  =  2/(«)  +  «/'(«). 

Ainsi  la  fonction /"(«),  qui  représente  la  loi  de  l'attrac- 
tion.,  doit  vérifier  l'équation 

«/'(")  +  2/(«}  =  o, 

U''/'  («)  4-  2.llf[u)  =:  O, 

laquelle  donne,  par  intégration, 

ll^fi^u)  r=  CODSt  :=:  A, 


/(«)=4: 


c'est  la  loi  de  la  nature. 
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7.  Passons  à  la  seconde  hypothèse,  où  l'on  suppose  que 
la  loi  de  rattraction  dépend  du  rayon  de  la  couche. 

Dans  l'équation  (4),  le  rayon  r  ne  peut  être  considéi^é 
comme  une  quantité  arbitraire*,  par  conséquent,  on  ne 
peut  se  donner  à  volonté  qu'une  seule  des  quantités  ;'+  c, 
;■ — c.  Nous  prendrons 

r -\- c  =  u,      d'où     7-—  c=^2r  —  u, 
Alors  l'équation  (4)  nous  donne 

ou,  d'après  la  formule  (5),  jointe  à  l'équation  (i), 

F  (//,  7-)  +  ii/(u,  r)  —  F  (2r  —  a,  r]  —  (a  r  —  u)f[^r—  a,  r)z=o. 

Difïérentions  par  rapport  à  m,  il  vient 

2/(",'-)  +  'i/û  («,  0  +  2/(2/-—  u,r) 

Cette  équation  nous  montre  que  la  fonction y(u,  r)  est 
assujettie  à  cette  seule  condition,  que  la  quantité 

2/(«, /•)  + m/;  (u,a) 

change  de  signe  et  non  de  valeur,  lorsque  l'on  y  change  u 
en  2  7' — w,  cela  revient  à  dire  que  la  quantité  dont  il 
s'agit  est  l'ordonnée  correspondante  à  l'abscisse  u,  dans 
une  courbe  qui  a  pour  centre  le  point  de  l'axe  des  abscisses 
correspondant  k  ii=  r. 

Soit 

j  =  w{u,r) 

l'ordonnée  d'une  courbe  qui  jouit  de  cette  propriété.  On 
pourra  poser 

2u/{u,  r)  H-  «=/;  {u,r)=:  K(p  [u,  r)  ; 
alors 
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représentera  une  loi  d'altraclion  pour  laquelle  une  cou- 
che sphérique  de  rayon  ;■  n'exercera  aucune  attraction  sur 
un  point  intérieur. 

Prenons,  par  exemple, 

j  =  «(/•  —  «), 
a  désignant  une  constante. 


Nous  aurons 


f[ii,r)z=  a   (  7/'  —  ô" 


La  première  partie  du  théorème  qui  précède  est  de 
Laplace  [Mécanique  céleste^  liv.  II,  chap.  11)  5  la  seconde 
partie,  relative  à  une  loi  d'attraction  qui  dépend  du 
rayon  de  la  couche,  a  été  remarquée  par  M.  Bertrand 
dans  son  Cours  au  Collège  de  France. 

8.  Trouver  toutes  les  lois  (V attraction  qui  ne  dé- 
pendent que  de  la  distance,  et  suii^ant  lesquelles  une 
couche  sphérique  homogène  attire  un  point  extérieur 
comme  si  elle  était  tout  entière  condensée  en  son 
centre. 

Si  nous  conservons  la  notation  du  théorème  précédent- 
l'équation  (3)  de  ce  théorème  nous  donne,  dans  le  cas 
actuel , 

d  \'F{c-\-r)  —F{c  —  r 


iT.rdr 

de 


d'où  l'on  tire 


■.[^T.r^-drf[c), 


F[c  H-  r)  —  F[c  —  r)  =::  irc    l  /  [c)  de  -!-  co  [r), 

(p  (/•)  étant  une  quantité  indépendante  de  c. 

Dans  cette  dernière  équation,  les  dérivées  secondes  du 
premier  membre  par  rapport  à  c  et  par  rapport  à  /•  sont 
évidemment  égales-,  nous  pouvons  donc  égaler  entre  elles 
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les  dérivées  secondes  du  deuxième  membre  ;  il  vient  alors 

c  de  2r      dr"^ 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  indépendant 
de  7",  le  second  est  indépendant  de  c\  il  faut  donc  que 
chacun  des  deux  membres  soit  une  constante  :  nous 
nommerons  celte  constante  3 A;  en  sorte  que 

-xfic)        df{c] 


de 


3  A. 


Intégrons,  et  nommons  B  une  nouvelle  constante  5  il 
viendra,  en  remplaçant  c  par  u, 

il 

Telle  est  la  forme  des  lois  d'attraction  suivant  lesquelles 
une  couche  sphérique  attire  un  point  extérieur  comme  si 
elle  était  condensée  en  son  centre.  On  voit  que,  parmi  les 
lois  d'attraction  cpii  jouissent  de  cette  propriété,  la  loi  de 
la  nature  est  la  seule  d'après  laquelle  l'attraction  soit  peu 
considérable  à  de  grandes  distances. 

Laplace,  Mécanique  céleste,  liv.  II,  chap.  11. 

9.  Un  fil  très-mince  AOB,  soutenu  par  ses  deux  extré- 
mités, porte  par  V intermédiaire  d'un  anneau  O  un  poids 
précisément  égal  à  la  plus  grande  tension  que  le  fil 
puisse  supporter  sans  se  rompre.  On  demande  quelle 
est  la  limite  que  V angle  AOB  ne  peut  dépasser  quand 
on  ou^re  de  plus  en  plus  cet  angle  en  écartant  les  extré- 
mités du  fil.  On  lîégligera  le  poids  du  fil  et  celui  de 
l'anneau. 

il  est  aisé  de  reconnaître  que  le  fil  se  brisera  dès  que 
l'angle  AOB  dépassera  120  degrés  5  car  la  tension  du  fil 
atteint  sa  limite  quand  le  triangle  formé  par  des  parai- 
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lèles  aux  trois  forces  qui  sollicitent  le  point  O  devient 
équilatéral. 

10.    TJn  poids  P   est  maintenu  en  équilibre  sur  un 
Fig.7  .  plan    incliné  BA  par   V action 

p 
de  trois  forces  égales  à  -1    et 

dirigées,  Vune  en  sens  con^ 
traire  de  la  pesanteur^  Vautre 
dans  la  direction  AB,  la  troi- 
sième suivant  Fliorizontale 
AC.  Quelle  est  l'inclinaison 
du  plan  B  A  sur  V  horizon  P 

Cette  inclinaison  est  é^ale  à  aarctanq-- 

2 

il.  Deux  forces  domiées  F,  F',  respectii^ement  pa- 
rallèles à  la  base  et  à  la  longueur  dhin  plan  incliné, 
sollicitent  alternativement  une  même  molécule  pesante 
posée  sur  ce  plan.  Quel  doit  être  le  poids  P  de  cette  mo- 
lécule pour  qu  elle  reste  en  repos? 

On  trouve 

FF' 


12.  Deux  poids  P  et  Q  sont  unis  par  un  fil  PCQ  en- 
gagé sur  une  poulie  C5  le  poids  Q  pend  librement^  le 
poids  P  s^appuie  sur  un  plan  qui  fait  ai^ec  l'horizon  un 
angle  connu  a,  et  tout  le  système  est  en  équilibre.  Déter- 
miner V  angle  que  le  fil  QV  forme  auec  le  plan  incliné  et 
la  pression  que  le  point  P  exerce  sur  ce  plan. 

Si  l'on  nomme  R  la  pression  et  0  l'angle  cherché^  on 
trouve 

P  sin  ( 


Q 


R=P 


ces  a  —  \/Q-  —  P^  sin^a. 
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43.  On  courbe  un  tube  très-étroit  suivant  une  para- 
bole dont  l'axe  est  dirigé  verticalement  de  bas  en  haut , 
et  dans  l'intérieur  de  ce  tube  on  place  un  point  matéiiel 
qui  peut  glisser  librement.  On  suppose  que  ce  point  est 
sollicité  à  la  fois  par  la  pesanteur  et  par  une  force 
répulsive  émanée  de  V axe  de  la  parabole,  proportion- 
nelle à  la  distance  de  cet  axe.  Trouver  les  conditions 
de  V équilibre  du  point. 

Soit  [x  i'inlensité  de  la  force  émanée  de  l'axe  lorsqu'elle 
s'exerce  à  l'unité  de  distance. 

a- 

Si  le  paramètre  de  la  parabole  est  égal  à  -?  le  point 
placé  où  l'on  voudra  dans  le  tube  y  restera  en  équilibre  ; 
si  le  paramètre  est  différent  de  -•>  l'équilibre  est  impos- 
sible. 

44.  Un  triangle  isocèle  est  formé  par  trois  lignes 
matérielles  et  homogènes,  qui  sont  douées  dhin  pouvoir 
attractif  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance.  Un 
poijit  matériel  est  placé  en  un  point  donné  de  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  sommet  sur  la  base.,  et  reste  en 
équilibre  sous  V action  des  forces  émanées  des  côtés. 
Déterminer  l'angle  au  sommet. 

Soient  a  et  b  les  distances  du  point  matériel  au  sommet 
et  à  la  base. 


L'angle  au  sommet  est  égal  à  aarcsiu  ( - 

IS.  Deux  droites  matérielles  et  homogènes  AB,  AC 
se  coupent  à  angle  droit,  et  attirent  inversement  au 
carré  de  la  distance  un  point  matériel  situé  au  pied  de 
la  perpendiculaire  AP  abaissée  de  A  sur  BC.  Déterminer 
la  grandeur  et  la  direction  de  la  force  nécessaire  pour 
maintenir  en  équilibre  le  point  attiré. 
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Soient 


m  la  masse  répartie  sur  l'unité  de  longueur  dans  les 
droites  matérielles,  et  [j.  l'attraction  de  l'unité  de  masse  à 
l'unité  de  distance. 

La  force  cherchée  est  ésale  à  \Q.m- — •,  et  fait  un  anele 

de  45  degrés  avec  chacune  des  deux  droites  AB,  AC  . 

16.  Un  triangle  ABC  est  formé  par  trois  droites  ma- 
térielles, homogènes  et  de  densités  différentes,  qui  atti- 
rent en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance.  Déter- 
miner les  conditions  d'équilibre  dhin  point  matériel 
placé  dans  V intérieur  du  triangle. 

Soient^,  fjt,  V  les  densités  des  côtés  BC,  CA,  AB,   et 
p^  q,  r  les  distances  du  point  matériel  à  ces  mêmes  côtés. 
Les  conditions  d'équilibre  sont 

Lorsque  les  côtés  des  triangles  sont  de  même  densité,  le 
point  matériel  doit  être  placé  au  centre  du  cercle  inscrit. 

Si  du  point  attiré,  comme  centre,  on  construit  un 
cercle  tangent  à  la  droite  qui  l'attire  et  de  même  nature, 
puis  que  l'on  trace  deux  rayons  quelconques,  le  seg- 
ment de  la  droite  et  l'arc  du  cercle  qui  sont  compris 
entre  les  deux  rayons  exercent  sur  le  centre  des  attrac- 
tions égales  [*). 

En  effet,  supposons  que  les  deux  rayons  soient  infini- 
ment voisins.  Ils  forment  sur  l'élément  du  cercle  et  sur 
celui  de  la  droite  qu'ils  interceptent  deux  triangles  de 
même  hauteur  :  ces  deux  triangles  sont  donc  entre  eux 


(*)  Ce  théorème  se  trouve  dans  la  Dynamique  de  Earnshaw, 

I.     2*^   ÉDIT.  5 
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comme  leurs  bases.  Si  nous  prouvons  que  les  mêmes 
triangles  sont  entre  eux  comme  les  carrés  des  distances  de 
leurs  bases  infiniment  petites  au  centre  du  cercle,  il  sera 
démontré  que  les  éléments  du  cercle  et  de  la  droite  com- 
pris entre  les  deux  mêmes  rayons  ont  des  longueurs  ou 
des  masses  proportionnelles  aux  carrés  de  leurs  distances 
au  point  attiré,  et  par  suite  qu'ils  exercent  sur  ce  point 
des  attractions  égales.  Soient  A  et  B  nos  deux  triangles. 
On  peut  remplacer  l'un  d'eux  A  par  un  triangle  A'  sem- 
blable au  triangle  B,  sans  altérer  les  grands  côtés  et  la 
surface  des  triangles,  si  ce  n'est  de  quantités  infiniment 
petites  par  rapport  à  ces  quantités  elles-mêmes.  Or  les 
triangles  A'  et  B  étant  entre  eux  comme  les  carrés  de 
leurs  grands  côtés,  il  en  sera  de  même  à  la  limite  pour 
les  triangles  A  et  B  5  et  à  la  limite  l'un  quelconque  des 
grands  côtés  peut  être  pris  pour  la  distance  de  la  base  au 
centre  du  cercle. 

On  verra  de  même  que,  si  l'on  suppose  l'attraction  en 
raison  inverse  du  cube  de  la  distance,  un  cône  intercepte 
sur  une  sphère  qui  a  son  centre  au  sommet,  et  sur  un 
plan  tangent  de  même  épaisseur  et  de  même  matière, 
deux  surfaces  qui  attirent  également  un  point  matériel 
placé  au  sommet. 

D'après  cela,  lorsqu'un  point  matériel  est  placé  dans 
l'intérieur  d"un  tétraèdre,  dont  les  quatre  faces  sont  des 
plans  homogènes  de  même  épaisseur  et  c|ui  attirent  en 
raison  invei'se  du  cube  de  la  distance,  les  conditions  d'é- 
quilibre du  point  sont  exprimées  par  les  relations 

p       q       r      s 

dans  lesquelles  /?,  ^,  r,  s  représentent  les  distances  du 
point  attiré  aux  faces  du  tétraèdre,  et  ^,  p^  v,  p  les  den- 
sités de  ces  faces. 
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17.  Toute  zone  splièrique,  considérée  comme  maté- 
rielle et  homogène^  telle  que  le  plan  de  F  un  des  cercles 
de  base  soit  à  égale  distance  du  pôle  et  du  plan  de  la 
seconde  base^  attirera  le  pôle  avec  une  force  égale  à 

7rf/piog2, 

p  est  la  densité,  y.  est  l'attraction  de  l'unité  de  masse  à 
l'unité  de  distance. 

18.  Démontrer  que  V attraction  dUuie  demi-sphère 
homogène  sur  le  centre  est  égale  à  celle  de  la  sphère  en- 
tière sur  un  point  de  sa  surface. 

SECTION  IL 

ÉQUILIBRE    AVEC    FROTTEMENT. 

Dans  la  Mécanique  rationnelle,  on  considère  ordinai- 
rement les  corps  solides  comme  tout  à  fait  incompres- 
sibles et  terminés  par  des  surfaces  parfaitement  unies. 
Aussi,  quand  il  s'agit  d'un  corps  pesant  qui  repose  par 
une  face  plane  sur  un  plan  horizontal  fixe,  on  admet  c[ue 
toute  force  horizontale  appliquée  sur  ce  corps  lui  com- 
munique un  mouvement,  quelque  petite  c[ue  soit  cette 
force.  Dans  la  réalité,  il  n'en  est  pas  ainsi  :  la  force  appli- 
quée doit  dépasser  une  cerLaine  limiîe  pour  produire  le 
mouvement;  car  les  corps  de  la  nature  sont  plus  ou 
moins  compressibles,  et  toujours  terminés  par  des  sur- 
faces qui  présentent  une  multitude  de  petites  aspérités. 
Il  faut  donc  admettre  que,  dans  le  cas  d'une  force  trop 
faible  pour  produire  le  mouvement,  la  réaction  du  plan 
sur  la  surface  en  contact  ne  se  compose  pas  uniquement 
d'une  force  normale  à  la  surface,  mais  aussi  d'une  force 
tangentielle  égale  et  contraire  à  la  force  appliquée.  Cette 
réaction  tangentielie  est  le  frottement. 

5, 


68  MÉCANIQUE    UATIOJNKELLE. 

Ce  qu'il  importe  surtout  de  connaître,  c'est  la  limite 
cjue  la  force  de  frottement  ne  peut  pas  dépasser  dans  des 
circonstances  données;  Texpérience  seule  peut  déter- 
miner cette  limite.  Voici  les  résultats  auxquels  elle  a  con- 
duit. 

Considérons  généralement  deux  corps  en  contact,  l'un 
d'eux  étant  fixe.  Nommons  R  la  pression  normale  qui 
s'exerce  entre  les  deux  surfaces,  et  F  la  plus  grande  force 
que  l'on  puisse  applicjuer  à  l'un  des  deux  corps  sur  sa  sur- 
face de  contact,  et  parallèlement  à  cette  surface,  sans  lui 
communiquer  de  mouvement.  La  force  F,  cjUC  l'on  nomme 
frottement  au  départ,  est  proportionnelle,  pour  deux 
substances  données,  à  l'étendue  des  surfaces  en  contact  et 
à  la  pression  partielle  qui  s'exerce  sur  une  étendue  déter- 
minée de  ces  surfaces,  si  l'on  suppose  que  la  pression 
totale  est  également  répartie  sur  tous  les  points  de  con- 
tact. On  énonce  ordinairement  cette  loi  de  la  manière 
suivante  : 

Pour  deux  substances  données,  le  frottement  au  dé' 
part  est  proportionnel  à  la  pression  normale,  et  quand 
la  pression  est  la  même,  il  est  indépendant  de  l'élendue 
des  surfaces  en  contact. 

ïl  en  résulte  quC;,  si  l'on  pose 

la  quantité  p.  sera  constante  pour  deux  mêmes  substances, 
quelles  que  soient  la  pression  et  l'étendue  des  surfaces  en 
contact.  Cette  constante  [x  est  nommée  coefficient  de  frot- 
tement. 

Lorsqu'un  corps  pesant  est  lancé  le  long  d'un  plan  ho- 
rizontal sur  lequel  il  s'appuie  par  une  face  plane,  on  ob- 
serve que  la  vitesse  imprimée  s'épuise  peu  à  peu 5  tandis 
qu'elle  devrait  rester  constamment  la  même,  si  la  réac- 
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lion  du  plan  était  tout  entière  normale.  Il  faut  donc  ad- 
mettre que  la  surface  en  contact  éprouve  une  réaction 
tangentielle,  lors  même  que  le  mouvement  est  établi. 
Cette  réaction  est  le  froltemcnt  dynamique,  ainsi  nom.mé 
pour  le  distinguer  du  frottement  au  repos  ou  frottement 
statique.  Ces  deux  frottements  se  nomment  encore  frot- 
tements de  glissement  ou  frottements  de  première 
espèce,  pour  les  à\s\.\i\s,\\cv  àw  frottement  de  roulement 
ou  frottement  de  seconde  espèce,  dont  nous  parlerons 
plus  tard  (*). 

Généralement,  lorsque  deux  corps  animés  de  vitesses 
différentes  glissent  l'un  sur  l'autre,  le  frottement  dyna- 
mique est  mesuré  par  une  force  égale  et  contraire  à  la 
force  qu'il  faudrait  appliquer  à  l'un  des  corps  sur  sa  sur- 
face de  contact  et  en  sens  contraire  de  sa  vitesse  relative 
à  la  seconde  surface,  pour  maintenir  le  mouvement  relatif 
tel  qu'il  se  continuerait  si  les  deux  corps  n'exerçaient 
l'un  contre  l'autre  qu'une  simple  réaction  normale.  On 
voit  que  le  frottement  dynamique  est  une  force  tangen- 
tielle qui  tend  à  égaliser  les  vitesses  des  points  en  cantact. 

Le  frottement  djnanùque  est  soui/iis  aux  mêmes  lois 
que  le  frottement  statique  au  départ ^  de  plus,  il  est  in- 
dépendant de  la  'vitesse  relative  des  surfaces  en  contact, 
au  moins  dans  les  cas  ordinaires  de  la  pratique.  Le  coef- 
ficient de  frottement  djnamique  est  toujours  sensible- 
ment inférieur  à  celui  de  frottement  statique  entre  les 
mêmes  surfaces. 

C'est  en  vertu  de  cette  dernière  loi  qu'un  corps  pe- 
sant, d'abord  en  repos  sur  un  plan  dont  l'inclinaison  est 
peu  inférieure  à  celle  qui  ne  permettrait  pkis  à  l'équi- 
libre de  subsister,  commence  à  descendre  pour  ne  plus 

(  *)  Dynamique,  chap.  \'II,  sect.  ii. 
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s'arrêter,  dès  que  l'on  produit  dans  le  système  un  léger 
ébranlement. 

D'après  ce  que  nous  avons  dit,  la  composante  tangen- 
tielle  de  la  réaction  totale  est  égale  à  p.R  lorsque  le  mou- 
vement relatif  est  sur  le  point  de  naître  et  aussi  lorsque  le 
mouvement  est  établi,  pourvu  que  dans  ce  cas  on  en- 
tende par  |x  le  coefficient  de  frottement  dynamique.  Il  en 
résulte  que  l'angle  de  la  réaction  totale  avec  la  perpendi- 
culaire à  la  surface  de  contact  a  pour  tangente  le  coeffi- 
cient p..  Cet  angle,  arctangfx,  se  nomme  aiigle  de  frotte- 
ment. 11  est  aisé  de  voir  que  dans  le  cas  où  p.  représente  le 
coefficient  de  frottement  au  départ  entre  un  plan  et  un 
corps  pesant,  le  corps  glissera  sur  le  plan  en  vertu  de  son 
poids,  toutes  les  fois  que  l'inclinaison  du  plan  sur  l'ho- 
rizon sera  supérieure  à  l'angle  arctangp:,  et  restera  en 
repos  quand  l'inclinaison  sera  moindre. 

Les  lois  du  frottement  statique  ont  été  découvertes 
par  AmOntons  (*).  Camus  (-)  et  Désaguliers  (^)  ont  re- 
marqué les  premiers  que  le  frottement  dynamique  est  plus 
petit  que  le  frottement  au  départ.  L'exactitude  de  ces  lois 
fut  longtemps  contestée,  par  suite  de  l'imperfection  des 
méthodes  expérimentales.  Les  expériences  de  Muschen- 
broek  {''),  de  l'abbé  Nollet  (^),  de  Coulomb  (")  et  de 
Ximénès  ['')  laissaient  encore  des  doutes  5  les  belles  expé- 
riences de  M.  Arthur  Morin  (^)  les  ont  dissipés.  Aujour- 
d'hui ces  lois  sont  universellement  adoptées. 


('  )  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  ;  iCgg,  p.  aoG. 
(')  Traité  des /orces  mouvantes. 
(  ^  )  Cours  de  Physique. 

(*)  Introd.  ad  Phil.   nat.,   t.   I,  cap.  is  ;   1769.  —   Lecl.  Phys.  exper., 
t.  I,  p.  241. 
(')  Leçons  de  Phys.  expér.,  t.  I,  p.  aSo  ;  \']^t\. 

(")  Savants  étrangers  (Acad.  des  Sciences  de  Paris),  t.  X,  p.  i63  ;  1785. 
(')  Teoria  e  pratica  délie  resist.  de'  sol.  ne'  loro  atlriti ;  Pisa,  1782. 
(  '  )  Savants  étrangers  { Académie  des  Sciences  de  Paris  ),  t.  IV  ;  1 833. 
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Les  résultats  suivants  donneront  une  idée  de  la  diffé- 
rence qui  existe  entre  les  deux  coefficients  de  frottement 
pour  les  mêmes  substances.  Le  premier  nombre  se  rap- 
porte au  frottement  statique,  le  second  au  frottement  dy- 
namique : 


Chêne  sur  chêne,  fibres  parallèles,  sans  enduit,  ja  : 
Fer  sur  chêne,  fibres  parallèles,  mouillées  d'eau,  p. 
Fer  sur  fonte , sans  enduit,  p.  : 


0,62 
0,48 
0,65 
0,26 

0,18 


1.  Deux  points  pesants  P,  P'  s'appuient  sur  deux 
plans  inclinés  et  dépolis  AC , 
AC,  et  sont  réunis  par  un  fil 
infiniment  délié  POP',  quis^eji- 
gage  sur  une  poulie  O  située 
verticalement  au-dessus  du 
sommet  commun  des  deux 
plans.  Quelle  est  la  position  des  points  P  et  P',  lors- 
que le  premier  est  sur  le  point  de  glisser  dans  la  direc- 
tion AC  ? 

Soient  a,  et'  les  inclinaisons  sur  la  verticale  des  plans 
AC,  AC;  B  et  Q'  celles  des  portions  du  fil  OP  et  OP';  T 
la  tension  du  fil  ;  P  et  P'  les  poids  des  points  désignés  par 
les  mêmes  lettres*,  fx  et  y.'  les  coefficients  de  frottement 
sur  les  deux  plans  AC  et  AC;  R  et  R'  les  réactions  nor- 
males de  ces  mêmes  plans. 

Projetons  les  forces  qui  sollicitent  le  point  P,  d'abord 
suivant  une  parallèle  à  CA,  puis  suivant  une  perpendi- 
culaire. Il  vient 

piR -I- Tcos(a  —  0  )  =  Pcosa, 
R-Hïsin  (a  — 9)=:Psin«. 
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Si  l'on  opère  de  la  même  manière  relativement  au 
point  P',  en  observant  que  le  frottement  est  dirigé  sui- 
vant AC,  on  trouve 

p'R'  ~h-  P'cosa'  =  T  ces  (a'  —  6'), 
R'  +  Tsin(a'  —  S')  =  P'sina'. 

Entre  les  deux  premières  équations  on  élimine  R,  et  entre 
les  deux  dernières  on  élimine  R',  puis  entre  les  deux  ré- 
sultats on  élimine  T,  et  il  vjent 

P'(cosa'  +  pt'sina')  [cos(a  —  0}  —  |xsin(a  —  G)] 

=:P(cosa  —  ptsina)[cos(a'—  Q' )  +  p,'sin(a'  —  9')]; 

ou,  si  l'on  pose  p,  =  tang  s,  p.'  =  tang  s', 

P'cos  (a'  —  e')  ces  (  a  —  G  +  g)  =  Pcos  (a  +  e  )cos  (a'  —  0'—  s'). 

D'ailleurs,  la  distance  OA  et  la  longueur  du  cordon 
étant  nommées  h  et  a,  la  Géométrie  donne 

//sina  hsmc' 


sin(a  —  G)        sin(a' — S') 

Cette  équation,  jointe  à  la  précédente,  détermine  les  an- 
gles 0,  Q'  et,  par  suite,  la  position  des  points  P,  P'. 

2.  Un  point  pesant  est  posé  sur  un  plan  parfaitement 
poli  et  incliné  àVhorizon  d^in  angle  ce.  On  applique  à 
ce  point  une  force  donnée^,  et  l'on  demande  P  angle  s" 
que  cette  force  doit  faire  avec  le  plan  pour  maintenir  le 
point  en  équilibre.  On  ne  connaît  pas  le  poids  du  point, 
mais  si  Von  suppose  entre  le  point  matériel  et  le  plan 
un  coefficient  de  frottement  égal  à  tang  ç),  on  connaît 
la  demi-somme  S  et  la  demi- différence  D  du  plus  grand 
angle  e'  et  du  plus  petit  angle  £  que  la  force  P  peut  faire 
avec  le  plan  sans  déplacer  le  point. 

Considérons  le  plan  dépoli  dont  le  coefficient  de  frot- 
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tement  est  tang  çp;  nommons  Pt  sa  l'éaction  normale  et  Q 
le  poids  du  corps  5  supposons  d'abord  que  la  force  P  fasse 
avec  le  plan  l'angle  £. 

Projetant  les  forces  d'abord  sur  une  parallèle  au  plan, 
puis  sur  une  perpendiculaire,  on  obtient 

Pcose  =:Rtang(o  H- Qsina, 
Psins  H-E.  =  Qcosa. 

Si  l'on  élimine  R  entre  ces  deux  équations,  il  vient 

p_     sinfa-|-^_ 
ces  (e  —  w) 

Quand  la  force  P  fait  avec  le  plan  l'angle  s',  le  calcul  est 
le  même,  si  ce  n'est  que  ®  change  de  signe;  on  a  donc 


cos(j'  H-  cpj 

Ces  deux  dernières  équations  nous  font  connaître  le  poids 
Q  en  fonction  des  c[uantités  données,  car  si  l'on  ajoute 
ces  deux  équations,  on  trouve,  après  quelques  réductions, 

cosS cos(D  -+■  tp) 


smacos(p 

Ceci  posé,  la  condition  d'équilibre  sur  le  plan  sans 

frottement  est 

„   sina 


remplaçant  Q  par  sa  valeur,  il  vient 

„       ces  S        ,^         , 
coss   =  cosiD  H-  «pj. 

COScp 

Telle  est  l'équation  qui  détermine  l'angle  cberché  e". 
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3.  Un  point  pesant  est  placé  sur  une  circonférence  de 
cercle  située  dans  un  plan  'vertical,  et  sur  laquelle  le 
frottement  est  égal  à  la  pression.  (Quelle  est  la  plus 
basse  des  positions  oii  le  point  peut  rester  immobile? 

Le  rayon  qui  passe  au  point  cherché  fait  un  angle  de 
45  degrés  avec  la  verticale. 

4.  La  force  nécessaire  pour  faire  monter  un  corps  le 
long  d'un  plan  incliné  est  moindre  ou  plus  grande  que 
la  force  nécessaire  à  soulei^er  directement  le  corps,  sui- 
uant  que  l'angle  de  flottement  est  inférieur  ou  supé- 
rieur à  -7 '-■>  a  éiant  rinclinaison  du  plan  sur  Tho- 

4        2 

rizon. 
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CHAPITRE  IIÎ. 

ÉQUILIBRE  D'UN  SEUL  CORPS. 


Pour  qu'un  corps  solide  reste  en  équilibre  sous  l'action 
des  forces  qui  le  sollicitent,  deux  espèces  de  conditions 
sont  nécessaires  et  suflSsantes  :  1°  les  trois  sommes  des 
projections  de  toutes  les  forces  sur  trois  droites,  qui  ne 
sont  point  parallèles  à  un  même  plan,  doivent  être  sépa- 
rément nulles  -,  2"  les  trois  sommes  des  moments  des  forces 
par  rapport  à  trois  droites  non  parallèles  à  un  même  plan 
doivent  aussi  être  séparément  nulles. 

Si  l'on  nomme  A,  B,  C  les  projections  de  l'une  quel- 
conque des  forces  sur  les  trois  droites  considérées,  et 
A'rt',  B'  b',  Ce' les  moments  de  la  même  force  par  rap- 
port à  trois  droites  qui  peuvent  coïncider  avec  les  pre- 
mières, et  que  l'on  représente  par  Z  une  somme  qui  s'e'- 
tend  à  toutes  les  forces  appliquées  au  corps  solide,  les 
conditions  d'équilibre  seront  représentées  par  les  deux 
groupes  d'équations 

S(A):=o,  2(B)  =  o,  2(C)=:o; 

2(A'û')  =  o,     l{B'b')=o,     2(C'c')  =  o. 

Lorsque  toutes  les  forces  agissent  dans  un  même  plan, 
il  suffit  de  considérer  leurs  projections  sur  deux  droites 
non  parallèles,  situées  dans  ce  plan,  et  de  prendre  les 
moments  par  rapport  à  un  point  du  plan  5  alors  les  équa- 
tions d'équilibre  se  réduisent  à 

2(A)  =  o,     s(B)=:o; 
2(C'c')  =  o. 
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Archimède  a  déterminé  les  conditions  d'équilibre  d'un 
levier  sollicité  par  des  forces  perpendiculaires  au  bras  ;  la 
loi  fut  ensuite  étendue  à  des  forces  obliques  par  le  peintre 
Léonard  de  Vinci,  et,  peu  de  temps  après,  Stevin  dé- 
couvrit les  conditions  d'équilibre  d'un  point  matériel. 

Plus  tard,  Varignoii  démontra  un  beau  théorème  de 
Géométrie,  qui  lui  servit  d'intermédiaire  pour  passer  de  la 
loi  du  parallélogramme  des  forces  à  celle  des  moments  : 

Si  Von  construit  trois  triangles  qui  aient  pour  bases 
la  diagonale  et  les  deux  côtés  dhin  parallélogramme^  et 
pour  sommet  commun  un  point  situé  dans  le  plan  du 
parallélogramme^  le  triangle  formé  sur  la  diagonale  est 
égal  à  la  somme  ou  à  la  différence  des  deux  autres,  sui- 
vant que  le  point  est  extérieur  ou  intérieur  à  V angle 
formé  par  les  deux  côtés  ou  par  leurs  prolongements . 

Dès  lors  le  problème  de  l'équilibre  d'un  corps  solide 
était  entièrement  résolu;  il  ne  restait  plus  qu'à  présenter 
la  solution  sous  la  forme  simple  des  six  équations  que 
nous  avons  rappelées  plus  haut.  D'Alembert  fit  ce  dernier 
pas  dans  ses  Recherches  sur  la  précession  des  équinoxes^ 
chap.  II;  1749. 

SECTION  I. 

ÉQUILIBRE    SANS    FROTTEMENT. 

\  .  OBA  est  une  harre  pesante  et  homogène  qui  forme 
un  levier  de  second  gejire.  Le  point  d'appui  est  à  l'ex- 
trémité O,  la  résistance  est  appliquée  au  point  B,  la 
puissance  agit  à  Vautre  extrémité  A.  Etant  donnés  le 
poids  Q  qui  constitue  la  résistance,  son  bras  de  levier 
OB  =:  b,  et  le  poids  p  de  la  harre  par  V unité  de  lon- 
gueur, trouver  la  longueur  OA  =  a  de  la  barre  qui 
donne  le  plus  d' avantage  à  la  puissance  P. 
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Toutes  les  conditions  d'équilibre  se  réduisent  dans  ce 
cas  à  l'équation  des  moments  par  rapport  aupoiut  d'appui  : 


Qb  =  'Pa pa^ 


9. 


Il  en  résulte 


b        I 
P=Q-  4-  -pa. 


Le  minimum  de  P  peut  se  déterminer,  soit  par  les  déri- 
vées, soit  par  le  procédé  algébrique  élémentaire.  11  est 
atteint  quand 

P 

2.  U?ie  tige  pesante  et  liomogène  appuie  son  extré- 
mité injérieure  A  sur  un  plan  horizontal^  et  son  exlrc- 
mité  supérieure  B  sur  un  plan  vertical  perpendiculaire 
au  plan  'veitical  cpii  passe  par  la  tige.  Le  point  C,  oit  ce 
dernier  plan  rencontre  V intersection  des  deux  premiers , 
est  lié  à  uu  point  connu  de  la  tige,  E,  par  un  fd  sans 
poids  CE,  qui  maintient  Véquilibre.  Déterminer  la  ten- 
sion du  fil. 

Soient  ia  la  longueur  de  la  tige,  P  son  poids,  R  et  II 
les  léactions  du  plan  vertical  et  du  plan  liorizonlal,  a  et  £ 
les  inclinaisons  de  la  tige  et  du  iil   sur  l'horizontale  AC, 
T  la  tension  du  fil. 

Observons  que  l'on  peut  toujours  remplacer  les  poids 
de  toutes  les  molécules  d'un  corps  solide  par  une  force 
unique,  égale  au  poids  total  du  corps,  et  appliquée  au 
centre  de  gravité. 

Pour  former  les  équations  d'équilibre,  projetons  toutes 
les  forces  qui  sollicitent  la  tige  d'abord  sUr  l'horizontale 
CA,  puis  sur  la  verticale  CB,  et  prenons  leurs  moments 
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par  rapport  au  point  C.  Il  vient 

R  — Tcos£  =  o,     R'~P  —  Tsin£  =  o, 

R .  2 « sin a  H-  V .a cos y.  —  V\.' .Q a cos a  =  o  ; 

d'où  l'on  lire,  après  avoir  éliminé  R  et  R', 

„      ^        cos a 

T  =  P— — -. 

2Sin(a.  —  s) 

Cette  formule  résout  le  problème  et  nous  montre  que  : 
Si  s  =  a,  T  est  infini,  l'équilibre  est  impossible; 
Si  s  ^  or,  T  est  négatif,  l'équilibre  est  impossible  5 
Si  £  <^  a,  T  est  positif,  l'équilibre  est  possible. 

3.  Une  tige  pesante  et  homogène  AA'A^'B  repose  par 
son  extrémité  inférieure  A  sur  un  plan  horizontal, 
presse  en  A'  une  cheville  fixe  située  au-dessus  du  corps, 
et  s^appuie  en  A"  sur  une  autre  cheville  Jîxe  située  au- 
dessous.  Déterminer,  dans  le  cas  d'équilibre,  les  près- 
sions  exercées  sur  la  tige  par  le  plan  horizontal  et  les 
deux  chevilles. 

Soient  2 a  la  longueur  de  la  tige,  P  son  poids,  a  son 
inclinaison  sur  le  plan  horizontal,  h  la  distance  des  deux 
chevilles,  et  R,  R',  R''  les  pressions  exercées  par  le  plan, 
la  cheville  A'  et  la  cheville  A". 

Projetons  les  forces  qui  sollicitent  la  tige  sur  la  direc- 
tion AB  et  sur  une  direction  perpendiculaire,  puis  pre- 
nons leurs  moments  par  rapport  au  point  A.  Il  vient 

P  sin  a  —  R  sin  a  =  o, 

R'H-Pcosa  — R"— Rcosa  =  0, 

R".(ÂÂ'+ ^'j  — R'.ÂÂ'— P.acosa  =-■  o; 

d'où  l'on  tire 

R=:P,     R'  =  R"r=7Pcosa. 


STATIQUE.  yg 

■4.  Une  tige  pesante  et  homogène  AA'B  appuie  son 
extrémité  inférieure  A  contre  une  droite  verticale,  et  re- 
pose en  A'  sur  un  point  Jixe  situé  au-dessous  du  corps. 
Déterminer  les  pressions  que  la  lige  supporte  de  la  part 
de  la  droite  et  du  point  lorsque  l'équilibre  a  lieu» 

Soient  ia  la.  longueur  de  la  tige,  P  son  poids,  a  son 
inclinaison  à  l'horizon,  c  la  distance  du  point  fixe  à  la 
droite  verticale,  R  et  R'  les  pressions  exercées  par  la 
droite  et  par  le  point. 

Si  nous  projetons  successivement  les  forces  qui  solli- 
citent la  tige,  sur  la  direction  AA'  et  sur  une  direction 
perpendiculaire,  puis  que  nous  prenions  leurs  moments 
par  rapport  au  point  fixe  A',  nous  obtenons 

R  CCS  Cf.  —  P  sin  a  =r  o, 

R'  —  R  sin  a  —  P  cos  a  =r  o, 

R.AA' sin  a  r=  P  (a  —  AA')cosa. 

La  dernière  équation  peut  s'écrire 

Rc  sin  a  =  P  (rt  cos  a  —  c)  cos  a. 
Cette  formule,  jointe  à  ]a  première,  donne 


R  =  P  tang  a  =  P 


Par  la  combinaison  des  deux  premières  équations,  on 
obtient 


La  valeur  de  cos  a  montre  que  l'équilibre  est  impossible 
lorsque  c  est  plus  grand  que  a. 
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5,  (Quelle  est  la  force  nécessaire  pour  retenir,  dans 
nne  position  donnée,  une  porte  dont  les  gonds  ne  sont 
point  situés  sur  une  même  ligne  'verticale  ? 

On  connaît  le  poids  P  de  la  porte,  la  distance  a  du  centre 
de  gravité  à  la  ligne  des  gonds,  l'inclinaison  (3  de  celte 
ligne  sur  la  verticale,  et  l'angle  dièdre  a  compris  entre  le 
plan  vertical  mené  par  cette  même  ligne  et  le  plan  de  la 
porte. 

Nommons  ©  l'inclinaison  de  la  porte  sur  le  plan  hori- 
zontal. 

Le  moment  du  poids  de  la  porte  par  rapport  à  la  ligne 
des  gonds  est  P  cos  cd  .  a  ;  or,  dans  le  trièdre  rectangle  formé 
par  le  plan  de  la  porte,  un  plan  horizontal  et  le  plan 
vertical  mené  par  la  ligne  des  gonds,  on  a 

cos  o  :^  sin  a  sin  p  ; 

par  conséquent,  pour  maintenir  la  porte  en  équilibre,  il 
faut  lui  appliquer,  à  une  distance  b  de  la  ligne  des  gonds, 
une  force  normale  F,  telle  que 

F  è  =  P  sin  a  sin  p .  « . 

6.  Une  tige  rigide  AB  peut  tourner  librement  autour 
de  son  extrémité  inférieure  A,  qui  est  engagée  dans  une 
charnière  fixe,  tandis  que  son  extrémité  supérieure  B 
s'appuie  contre  une  droite  verticale.  Déterminer  la 
pression  exercée  par  la  droite,  ainsi  que  les  composantes 
horizontales  et  'verticales  de  la  pression  exercée  parla 
charnière. 

Soient  P  le  poids  de  la  tige,  a  sa  longueur,  b  la  distance 
de  son  extrémité  inférieure  au  centre  de  gravité,  a.  son 
inclinaison  à  l'horizon,  R  la  pression  exercée  par  la 
droite  verticale,  H  la  composante  horizontale  de  la  pres- 
sion exercée  par  la  charnière,  et  V  la  composante  ver- 
ticale. 
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Si  nous  projetons  les  forces  sur  l'horizonlale,  puis  sur 

la  verticale,  il  vient 

H  =  R, 
V  =  P; 

et,  si  nous  prenons  les  moments  par  rapport  à  la  char- 
nière A,  nous  obtenons 

R .  fl  sin  a  =  P .  ^  ces  a  ; 
d'où 

Vh 

R= ^=H,     V  — P. 

a  langa 

Ce  problème  fut  proposé  et  mal  résolu  par  Stone*,  Jean 
Bernoulli  (■^)  ne  le  résolut  pas  mieux,  et  ce  fut  Cou- 
plet [**)  qui  donna  la  première  solution  correcte.  On  peut 
lire  l'histoire  de  ce  célèbre  problème  écrite  par  Franchini, 
dans  les  Mémoires  de  la  Société  italienne,  t.  XVI, 
i'"'^  part.,   p.  228:  i8i3. 

7.  On  sait  que  des  forces  en  nombre  quelconque,  ap- 
pliquées à  un  corps  solide,  peuvent  toujours  se  réduire  à 
deux  forces,  et  cela  d'une  infinité  de  manières.  Prou- 
ver que,  de  quelque  manière  que  l'on  fasse  cette  ré- 
duction, le  tétraèdre  construit  sur  les  deux  forces  ré" 
sultantes,  comme  arêtes  opposées,  a  toujours  même 
'volume. 

Soient  A,  B  deux  points  pris  à  volonté  dans  l'espace, 
et  PQ  la  droite  qui  représente  en  grandeur  et  en  direction 
une  fcrce  donnée.  Il  est  aisé  de  voir  que  le  moment  de  la 
force  PQ  par  rapport  à  l'axe  AB  est  égal,  en  valeur  ab- 
solue, à  six  fois  le  quotient  du  tétraèdre  ABPQ  par  la 
dislance  AB.  Nous  représenterons  ce  moment  par 
6ABPQ 

(*)   Opéra,  t.  IV,  p.  1S9. 

(**)  Mémoires  de  l'Académie  de  Paris,  p.  69;  1/3 1. 

I.     2*    ÉOIT.  6 
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et  nous  aurons  soin  de  disposer  les  lettres  du  numérateur 
de  manière  qu'un  observateur,  dont  les  pieds  sont  en  A  et 
la  tête  en  B,  voie  le  point  P  à  sa  gauche  et  le  point  Q  à  sa 
droite,  lorsque  le  nioment  est  positif.  Nous  aurous,  par 
exemple, 

ABPQ  __  AT30P  _      PQAB 

AB     ~  ~~        AB     ~        AB 

Ceci  posé,  nommons  PQ  etPiS  un  système  de  deux  forces 
résultantes;  P'Q'  ei  R'S'  un  autre  système  de  forces  ré- 
sultantes, et  A,  B  deux  points  pris  à  volonté  dans  l'espace. 
Les  quaire  forces  PQ,  PiS,  Q'P',  S'R'  se  font  écpii- 
libre-,  la  somme  de  leurs  moments  par  rapport  à  l'axe  AB 
est  nulle 5  par  conséquent,  on  a 

ABPQ  +  AERS  =  ABP'Q'  +  ABR'S'. 

Nous  pouvons  faire  coïncider  les  points  A  et  B  succes- 
sivement avec  les  points  P  et  Q,  R  et  S,  P'  et  Q',  Jx'  et 
S'*,  il  vient  alors 

PQRS  =  PQP' Q'  -K  PQR'  S', 

RSPQ  =  RSP' Q' -h  RSR'S', 

P'Q'PQ -h  P'Q'RS=  P'Q'R'S', 

R'S'PQh-R'S'RS  =  R'S'P'Q'. 

Ajoutant  ces  équations,  on  obtient 

PQRSz=:P'Q'R'S', 

et  cette  égalité  démontre  la  proposition. 

Ce  théorème  fut  énoncé  d'abord  par  M.  Chasles  (^An- 
nales de  Gergonne,  t.  XVIII  ;  1828)  :  la  démonstration 
qui  précède  est  de  Môbius  [Journal  de  M.  d'elle ,  t.  IV, 
p.  179)'  M.  Chasles  a  démontré  plus  tard  ce  théorème, 
ainsi  cpie  plusieurs  autres  du  même  genre,  dans  le  Jour- 
nal de  M.  Liouvdlc^  t.  XII  j  1847. 
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8.  Quand  plusieurs  forces  sollicitent  un  corps  solide 
libre,  on  sait  qu'on  peut  les  remplacer  d'une  infinité  de 
manières  par  un  système  équivalent  de  deux  ou  d'un  plus 
grand  nombre  de  forces.  Ces  divers  systèmes  équivalents 
jouissent  de  la  propriété  suivante  :  la  droite,  qui  joint  le 
centre  des  moyennes  distances  des  points  d'application 
des  forces  de  chaque  système  au  centre  des  moyennes  dis- 
tances des  extrémités  des  lignes  qui  représentent  ces 
forces,  est  toujours  parallèle  à  un  axe  fixe,  et  la  longueur 
de  cette  droite  est  en  raison  inverse  du  nombre  des  forces. 
Ainsi,  de  quelque îuanière  qu'on  réduise  à  deux  forces  un 
nombre  quelconque  de  forces  appliquées  à  divers  points 
liés  invariablement,  la  droite,  qui  joindra  le  milieu  de  la 
distance  des  points  d'application  de  ces  deux  forces  avec 
le  milieu  de  la  distance  de  leurs  extrémités,  sera  toujours 
égale  et  parallèle  à  une  droite  fixe. 

En  ellet,  soient  x,  j^  z  les  coordonnées  des  points 
d'application  de  l'une  quelconque  des  forces  -, 

x',  j\  z'  les  coordonnées  de  l'extrémité  de  la  droite 
qui  représente  cette  force; 

n  le  nombre  des  forces  ; 

X,  Y,  Z  et  X',  Y',  Z'  les  coordonnées  du  centre  des 
moyennes  distances  des  points  (x,  j,  z)  et  [x' ^  j\  z')] 

Xi,Ji,jZi,  x\.j\,z\,  Xi,Yi,Zi,  X',,Y',  ,Z',  les  quan- 
tités analogues  pour  un  système  de  forces  équivalent. 

On  a 

2  (a'  —  x')  r=z  2  (.r,  - —  x\) , 


X          Y          z          X' 

Y'         Z'          I 

2i-  ~  2jr  "~  2z  ~  2^ 

~'  Ij'  ~  2s'  ■"  /z 

X,  __  Y,  _  z,         X', 

—  Il  —  ^'"    _    ' 

IXt        2j,        2  s,         1û:\ 

~  2/,  ~  2<  ""  n, 

6. 
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d'où  l'on  tire 

Y  —  Y'  _  Y,  —  Y',         Ï  —  TI   _  7a,  — Tl^ 

X  — X'  ~  X,  —  x;  '    X  — X'  ~  X,  —  x;  ' 

(X  —  X')^  4-  (Y  —  X' )^-|-  (Z  —  Tjy     _  n\ 

(X, - x; Y  +  ( Y, -  Y'.)^  +  (z, -  z', Y  "  ;^' 

Ces  trois  dernières  relations  démontrent  le  lliéorème. 
Chasles,  Bulletin  des  Sciences,  etc.,  de  l'Académie 
de  Bruxelles  ;  i84o,  IP  part.,  p.  261 .    Correspon- 
dance mathématique  ;  182c),  p,  106-108. 

9.  Soient  PQ  et  RS  les  droites  qui  représentent  en 
grandeur  et  en  direction  deux  forces  données.  Nous  dirons 
que  le  tétraèdre  qui  a  ces  deux  droites  pour  arêtes  opposées 
est  construit  sur  les  deux  forces,  et  nous  conviendrons, 
dans  le  tliéorènie  qui  suit,  de  prendre  ce  tétraèdre  positi- 
vement lorsqu'un  observateur,  dont  les  pieds  sont  en  P 
et  la  tète  en  Q,  voit  le  point  R  à  sa  gauche  et  le  point  S 
à  sa  droite. 

Lorsque  ii  forces  appliquées  à  un  corps  solide  se  font 
équilibre,  ou  peuvent  se  réduire  à  une  force  unique,  la 

f    '7    •          7      ''(^  —  ï)     '       ^  7  11 

somme  algébrique  des  ■ tétraèdres,  que  L  on  peut 

construire  sur  ces  forces  prises  deux  à  deux,  est  nulle  ^ 
dans  les  autres  cas,  oit  les  forces  fie  peus^ent  se  réduire 
quà  deux  résultantes,  la  sonnne  dont  il  s'agit  est  égale 
au  tétraèdre  construit  sur  les  deux  résultantes. 

Démontrer  ce  théorème. 

MoBius,  Journal  de  M.  Crelle,  t.  IV,  p.  184. 

10.  Des  forces  appliquées  à  tous  les  éléments  d'une 
surf  ace  fermée  quelconque  3  dirigées  suivant  la  normale 
et  proportionnelles  aux  surfaces  de  ces  éléments,  se  font 
équilibre^  pourvu  que  toutes  ces  forces  agissent  à  la  fois 
de  Vinténeur  de  la  surface  à  V extérieur,  ou  inversement. 
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La  démonstration  de  cette  proposition  résulte  immé- 
diatement d'un  théorème  que  l'on  trouvera  plus  loin, 
t.  II,  Complément  aux  questions  de  Statique,  Attrac- 
tiojtj  sect.  I,  tliéor.  I. 

U.  Quand  on  applique  à  tous  les  éléments  d^une 
surface  fennée  quelconque  des  forces  normales  propor- 
tionnelles au  produit  du  { 1 j?    do   désignant    la 

surface  de  V  élément  auquel  la  force  est  appliquée,  R  e£  r 
les  rayons  de  courbure  principaux  de  la  surface^  toutes 
ces  forces  se  font  équilibre^  powvu  qu  elles  soient  toutes 
dirigées  de  V  intérieur  à  V  extérieur,  ou  inversement. 

Prolongeons  vers  l'extérieur  chacune  des  normales  à  la 
surface  d'une  même  quantité  très-petite  ds-^  le  lieu  de  ces 
extrémités  sera  une  deuxième  surface  qui  aura  les  mêmes 
normales  que  la  première.  Soient  da'  l'aire  de  l'élément 
de  cette  seconde  surface,  et  P  un  facteur  constant. 

Un  système  des  forces  normales  Vdo  appliquées  de 
l'intérieur  à  l'extérieur  sur  la  première  surface  est  en 
équilibre,  d'après  le  théorème  précédent-,  il  en  est  de  " 
même  pour  un  système  de  forces  laormales  Vda'  appliqué 
en  sens  contraire  à  la  deuxième  surface,  et  aussi  pour  le 
système  résultant  V^do' — da)  que  nous  supposerons 
appliqué  à  l'élément  da. 

Je  vais  montrer  c[ue  la  différence  da'  —  da  peut  se 

mettre  sous  la  forme  dacls  [  -•  -\ —  |-,  alors  le  théorème 

sera  prouvé. 

Prenons  pour  da  un  élément  rectangulaire  ABCD 
limité  par  quatre  lignes  de  courbure,  et  pour  da'  l'élé- 
ment A'B'C'D'  limité  par  les  prolongements  des  nor- 
males qui  entourent  da\  l'élément  da'  sera  pareillement 
un  rectangle  compris  entre  quatre  lignes  de  courbure  de 
la  seconde  surface. 
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Posons 

AB  =  a,      AC  =  [5, 

A'B'  =  a  +  fZa,       A' C  =  p  -f  f/p. 

Nous  aurons  à  la  limite,  pour  des  éléments  infiniment 
petits, 

dG  —  dG=  fjdx  -f-  af/jB. 

Or  les  normales  A' A  et  B'B  se  rencontrent  en  un  point  O 
situé  à  une  distance  R  du  point  A  et  à  une  distance 
R-i-ds  du  point  A',  et  les  triangles  semblables  OAB, 
OA'B'  nous  donnent 

a  R 


a  ^  dot.        R-hds 

d'où 

,           a  ds 
^^•  =  -R   ' 

de  même, 

dS  =  ^^—, 
r 

et,  par  suite, 

da' 

—  da  =  da  ds  ( \ 

\R 

J,  Bertrand,  Mérnoii-e  sur  les  surfaces  isothermes. 

On  peut  démontrer  de  la  même  manière  que  des  forces 

appliquées   à    tous    les  éléments   dhine    courbe   plane 

fermée,  dirigées  suivant  la  normale  et  proportionn,elles 

y   ds 

à  — ?  ds  désignant  F  élément  de  V  arc,  et  p  le  rajon  de 

courbure,  se  font  équilibre. 

12.   Si  Von  applique  à  tous  les  éléments  d'une  suif  ace 
fermée  quelconque  des  forces  normales ,  proportionnelles 

à  —  5  toutes  ces  forces  se  font  équilibre,  pourvu  qu  elles 
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agissent  toutes  de  V intérieur  à  V extérieur,  ou  inver- 
sement, 

La  notation  est  la  même  que  dans  le  tliéorème  pré- 
cédent. 

Nous  considérons  les  deux  mêmes  surfaces. 

D'après  ce  théorème,  le  système  des  forces  normales 

/ 1         I 
Vda      -  +  - 

Vr     .'• 

appliquées  de  l'intérieur  à  l'extérieur  sur  les  éléments  da^ 
se  fout  équilibre. 

11  en  est  de  même  des  forces 


^d<j' 


R  +  cls        r  -)-  ds 


appliquées  en  sens  contraire  aux  éléments  du'\  et  si  nous 
composons  ensemble  ces  deux  systèmes,  le  système  des 
forces  résultantes 

Vdn'  { ^- \ ^-  1   —  P^/'T  (  -'- 

^R  +  f/^        r  +  ds)  \R 

que  nous  supposerons  appliquées  aux  éléjnents  da^  sera 
pareillement  en  équilibre. 

Remplaçons  dans  l'expression  de  ces  dernières  forces 
du'  par  sa  valeur 

dG  -h  d  rj  ds  {  —  -\ 

\R        r 

Il  vient  à  la  limite,   par  l'évanouissement  des  infini- 
ment petits  de  troisième  ordre, 

I 
Q-V di  ds  —  1 
R/- 

.      .  .  r\         ^      d(j 

quantité  proportionneJle  a  -—  • 

Dès  lors  le  tliéorème  est  démontré. 

JoDBERTj  Journal  de  M.  LioiwiUe,  t.  XIII,  p.  241;  1848. 
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Il  est  à  remarquer  que  les  forces  normales  proportion- 
nelles à  l'élément  de  surface  et  à  — -?  qui  se  font  équilibre 

R/-     ^  ^ 

sur  une  surface,  se  font  encore  équilibre  sur  toute  sur- 
face fermée  obtenue  en  déformant  la  première,  pourvu 
qu'elles  soient  toujours  normales  aux  éléments;  car  c'est 
un  théorème  démontré  par  Gauss  (^Mémoire  sur  les  sur- 
faces)^ que  le  rapport  —  n'est  point  altéré  par  la  défor- 
mation de  la  surface. 

13.  Une  échelle j  inclinée  de  3o  degrés  à  V horizon, 
appuie  son  extrémité  inférieure  sur  un  plan  horizontal^ 
et  son  extrémité  supérieure  sur  un  plan  incliné  de  60  de- 
gjés  à  l'horizon.  Ces  deux  plans  sont  parfaitement 
polis.,  et  V échelle  peut  être  assimilée  à  une  barre  homo- 
gène. (Quelle  force  horizontale  faut-il  appliquer  au  pied 
de  r  échelle  pour  V  empêcher  de  glisser? 

Soit  P  le  poids  de  l'échelle. 

La  force  cliercliée  est  ceale  à  -7- P. 

''         4 

4-4.  Une  sphère  homogèjie  repose  sur  deux  plans  in- 
clinés. Détenniner  la  pression  exercée  sur  chacun  de  ces 
plans. 

Soient  P  le  poids  de  la  splière,  a,  a'  les  inclinaisons 
des  deux  plans  sur  l'horizon,  R,  R'  les  pressions  exercées 
sur  ces  mêmes  plans. 

On  trouve 

sin  a'  ,  cîn  « 

R  =  -. r,  P,     R'  = 


sin  (a  +  a')  sin  (a  H-  a') 

Leibnitz,  Opéra,  t.  III,  p.  176. 

15.  Une  barre  homogène  s^ appuie  par  ses  extrémités 
sur  deux  plans  inclinés.  Déterminer  la  position  d^ équi- 
libre et  les  pressions  exercées  sur  les  plans. 


STATIQUE.  09 

Soient  P  le  poids  de  la  barre,  9  l'angle  qu'elle  forme 
avec  l'horizon,  a  et  a'  les  inclinaisons  des  deux  plans  sur 
l'horizon,  R  et  R'  les  pressions  exercées  sur  ces  plans  5  et 
supposons  que  l'exirémilé  inférieure  de  la  barre  s'appuie 
sur  le  plan  auquel  se  rapportent  les  quantités  a  et  R. 

La  barre  est  perpendiculaire  à  l'intersection  des  deux 
plans,  et  l'on  a 

sina'  ,  «in^^ 

R  =  -, P,      R'  = 


sin(a-f-«')     '  sin(a  +  a') 

sin  (a'  —  a ) 
tancfS  =  — r : — .' 


2  sin  a  sina 


16.  U7ie  tige  pesante  et  homogène  AEB  appuie  son 
extrémité  inférieure  A  contre  un  plan  vertical,  repose 
en  E  sur  un  point  fixe ^  et  porte  un  poids  Q  à  son  extré- 
mité supérieure.  Déterminer  la  position  d'' équilibre. 

Soient  P  le  poids  de  la  tige,  a  sa  longueur,  b  la  distance 
du  point  fixe  au  plan  vertical,  et  x  la  longueur  AE  de  la 
partie  de  la  tige  qui  est  située  entre  le  point  fixe  et  le 
plan  vertical. 

La  tige  est  dans  un  plan  perpendiculaire  au  plan  verti- 
cal dont  il  s'aglt_,  et  l'on  a 


Q  +  P 

FoNTANA,  Meinorie  délia  Società  ilaliana  ;  1802,  p.  63o. 

Si  Ton  suppose  P=o,  alors  a:- =  (rt^^)%  quelle  que 
soit  la  grandeur  du  poids  Q. 

Euler  (*)  a  discuté  ce  problème  comme  application  du 
principe  de  Maupertuis,  nommé  loi  du  repos. 

(*)  Académie  des  Sciences  de  Berlin,  t.  Vil,  p.  196;  1751. 
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17.    JJn  poids  Q  esL  suspendu  à  V extrémité  B  d'une 
tige  ADB,   dont  Vautre  extrémité  A  est  engagée  dans 
Fj.T  q_  une  charnière  fixe.    Cette  tige 

est  sans  poids  ^  elle  est  soute- 
nue par  un  fil  perpendiculaire, 
attaché  en  son  point  milieu  D. 
Déterminer  la  grandeur  et  la 
direction  de  la  pression  sup- 
portée par  la  charnière.,  lorsque  la  tige  fait  un  angle  de 
3o  degrés  avec  V horizon. 

Soient  2rt  la  longueur  de  la  lige,  X  la  composante  ho- 
rizontale de  la  pression  supportée  par  la  charnière,  Y  la 
composante  verticale,  Rla  pression  résultante  et  cp  l'angle 
que  cette  pression  fait  avec  Thoiizon. 

On  trouve 


1 


18.  Une  harre  pesante  AB  peut  tourner  librement 
autour  de  son  extrémité  A,  qui  est  fixe,  tandis  que  Vautre 
extrémité  B  est  soutenue  par  un  cordon  qui  s'engage  sur 
une  poulie  fixe,  et  porte  un  poids  Q.  Déterminer  la  po- 
sition d  'équilibre. 

On  connaît  le  poids  P  de  la  barre,  les  distances  a  et  b 
de  son  centre  de  gravité  aux  extrémités  A  et  B,  les  dis- 
tances l  et  A  de  la  poulie  à  Thorizontale  et  à  la  verticale 
menées  par  l'extrémité  fixe  A. 

Les  angles  Q  et  cp,  cpie  la  barre  et  le  cordon  forment  sur 
l'horizon,  nous  sont  donnés  parles  équations 

Q  (a  +  è)sin((j>  —  9)  =  Pa  cos9, 
(«  +  è)  sin  (tp  —  0)  =  /•  siny  —  /  coso), 

dont  la  résolulion  est  facile. 
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19.  Une  harre  pesante  et  homogène  appuie  Vune  de 
ses  extrémités  sur  un  plan  incliné^  tandis  que  Vautre 
extréndté  est  soutenue  par  un  fil  attaché  en  un  point 

Jixe,  lequel  est  situé  au-dessus  du  plan  incliné.  Déter- 
miner la  position  d'équilibre^  la  tension  du  fil  et  la  pres- 
sion sur  le  plan. 

Soient  a  l'inclinaison  du  plan  sur  l'horizon,  2a  la 
longueur  de  la  barre,  P  son  poids,  6  son  inclinaison  sur 
le  plan,  E.  la  pression  qu'elle  exerce  sur  le  plan,  T  la 
tension  du  fil,  c  sa  longueur,  ©  son  inclinaison  sur  le 
plan,  h  la  distance  du  plan  au  point  fixe  où  le  fil  est 
attaché. 

Les  angles  0  et  cr)  sont  déterminés  par  les  deux  équa- 
tions 

2  sin(ç  • —  9)  sina  =  cos'j)  co5(9  H-  a), 

c  sinq/  H-  2«  sin6  =  />; 

€t  l'on  a 

cosfa  +  (Si]  sina 

COSçp  COSiJ» 

20.  Une  barre  pesante  et  homogène  appuie  Vune  de 
ses  extréndiés  contre  un  plan  vertical.^  tandis  que  V autre 
extrémité  est   soutenue  par  un  fd  attaché  en  un  point 

fixe  du  même  plan  vertical.  Déterminer  la  position 
d'équilibre,  la  pression  contre  le  plan  et  la  tension 
dufil. 

Conservons   la  notation   du  problème    précédent,    en 
supposant  que  l'angle  a  soit  égal  à  90  degrés. 
Il  vient 

sinS 


3c^  /  V         I2«''' 


3^2        \^  /  i6«2 

P,     R 


4^^  • —  16  a''  /      '  \4 
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21 .  Dans  rintérieur  d'une  sphère  creuse  on  place  ujie 
lame  pesante  et  homogène,  dont  la  forme  est  celle  d'un 
triangle  isocèle  ^  les  trois  sommets  s'appuient  contre  la 
surface  de  la  sphère.  Déterminer  la  position  d' cquilihre. 

Soient  7'  le  rayon  de  la  sphère,  a  la  longueur  des  côtés 
égaux  dans  le  triangle,  h  la  hauteur  du  triangle  et  0  l'angle 
que  son  plan  forme  avec  l'horizon. 

On  trouve 


taneS 


3  \ll^r'-h'  —  a' 


22.  Une  tige  pesante  et  homogène  s^ appuie  sur  le 
hord  d'un  hémisphère  concave,  et  son  extrémité  infé- 
rieure repose  sur  la  surface  interne.  On  suppose  que  le 
bord  de  riiémisphère  est  horizontal.,  et  que  la  longueur 
de  la  tige  est  supérieure  au  diamètre.  Déterminer  la  posi- 
tion d'équilibre. 

Soient  r  le  rayon  de  l'hémisplière,  a. a  la.  longueur  de 
la  tige  et  6  l'angle  qu'elle  forme  avec  l'horizon. 

L'angle  0  est  déterminé  par  l'équation  du  second  degré 

4/'Cos-0  —  a  ces  9  —  nr  =  o. 

23.  Un  poids  Q  est  suspendu  sur  le  bord  d'une  demi- 
sphère  homogène,  qui  repose  par  sa  surface  conuexe  sur 
un  plan  horizontal.  Déterminer  la  position  d^ équilibre. 

Soient  P  le  poids  de  la  demi-splière,  c  la  distance  de 
son  centre  de  gravité  au  centre  de  la  sphère,  et  Q  l'angle 
de  son  axe  avec  la  verticale. 

On  trouve 

Or 
tang9=-. 

24.  Une  lame  homogène,  quia  la  forme  d' un  triangle 
rectangle  isocèle,  est  située  dans  un  plan  vertical^  et 
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s'appiiie  par  ses  côtés  égaux  sur  deux  chevilles  fixes. 
Déterminer  la  position  cV équiUhre, 

Soient  h  la  hauteur  du  triangle,  0  l'inclinaison  de  sa 
base  sur  l'horizon  et  a  la  distance  des  deux  chevilles. 
On  obtient  les  deux  solutions 

h 
6  =:  o,     ô  =  arc  ces  7^-  • 

25.  Une  lame  circulaire  et.  homogè/ie  repose  par  son 
centre  sur  une  tige  "verticale.  Placer  sur  la  circonférence 
trois  poids  p^ ,  p^ ,  p^ ,  de  manière  que  la  lame  reste 
horizontale. 

Soient  {pi,p^)^  [pitPz]!  {p-iTPi)  ïes  angles  au  centre 
sous-tendus  par  les  arcs  qui  séparent  les  poids  p^  et  p^^, 
Pietp^,  p^  etpi. 

On  trouve 

COS{pi,p2)  =  — 

COS{p-2,p3)   =  — 

COS(/>3,j5,)  =  — 

2.p3/h 

26.  Ujie  plaque  triangulaire ,  homogène  et  partout 
d'égale  épaisseur,  est  suspendue  à  un  point  Jixe  par 
trois  fils  attachés  aux  sommets  du  triangle.  Démontrer 
que,  si  la  plaque  est  horizontale,  on  a,  entre  les  lon- 
gueurs des  fils  a^  (3,  y  et  les  côtés  a,  h,  c  respectii^ement 
opposés  aux  points  d^ attache,  les  relations 


p', 

-hp;- 

-P\ 

Q.p.p. 

p\ 

+  7^3- 

-P\ 

ip,p3 

Pi 

+  P]- 

-P\ 
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SECTION  II. 

ÉQUILIBRE    AVEC    FROTTEMENT. 


Fig.   10. 


i .    Une   barre  pesante  et  homogène  AB  repose  par 

Vune  de  ses  extrémités  A 
sur  un  plan  horizontal  et 
dépoli  KL  5  r autre  extré- 
jnité  B  est  soutenue  par  un 
Jîl  qui  passe  sans  frotte- 
ment sur  une  poulie  E  et 
supporte  un  poids  Q.  Dé- 
terminer la  suite  des  positions  d'équilibre. 

Soient  2«  la  longueur  de  la  barre,  P  son  poids,  0  son 
inclinaison  à  l'horizon,  R  la  pression  normale  que  le  plan 
exerce  sur  l'extrémité  A,  F  le  frottement  exercé  sur  la 
même  extrémité  dans  la  direction  LK,  [x  le  coefficient  de 
frottement  relatif  au  plan  et  à  la  barre,  et  q  l'inclinaison 
du  fil  BE  sur  l'horizon. 

Projetons  les  forces  qui  sollicitent  la  barre  d'abord  sur 
une  horizontale,  puis  sur  une  verticale^  et  prenons  leurs 
moments  par  rapporta  l'extrémité  A.  Il  vient 

F  =  Q  COS15), 
R  H-  Q  sinijj  =  P, 

(A)  Pcose  =  2Qsin(ffl  —  9). 

Posons 

F  =;  R  tangs, 

tang  £  sera  une  quantité  comprise  entre  o  et  j; -,  alors  la 
première  équation  pourra  s'écrire 

R  tangs  =  Q  cosçp, 

et,  si  l'on  élimine  Pi.  à  l'aide  de  la  seconde  équation,  on 
trouve 

(B)  P  sin£=  Qcos(cp  —  s). 
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Cette  relation,  jointe  à  la  formule  (A),  nous  détermine 
les  angles  cp  et  0  qui  correspondent  à  une  valeur  donnée 
de  £-  On  aura  toutes  les  positions  d'équilibre  en  donnant 
à  £  toutes  les  valeurs  comprises  entre  o  et  arc  tangua. 
Pour  la  valeur  particulière  e  =  o,  l'équation  (B)  donne 

o  =  -;  et,  d'après  l'équation  (A),  on  a  9  =  -y  quel  c[ue 
soit  le  poids  Q,  pourvu  qu'il  soit  inférieur  à  celui  de  la 
barre.  Dans  le  cas  où  l'on  aurait  Q  =:=  -P,  l'angle  0  pour- 
rait être  quelconque. 

2.    Une  barre  pesante  ACB,  appuyée  sur  un  ètni  DC, 
est  soutenue  par  uneJor,:e  Q  qui  agit  à  rextréniiié  K. 
pj     jj  dans  une  direction  donnée.    Dé- 

terminer la  position  de  la  barre, 
lorsqu'elle  est  sur  le  point  de  glis- 
ser dans  le  sens  AB  malgré  la 
force   de  frottement  qui  s'exerce 


au  point  d'appui. 


Soient  P  le  poids  de  la  barre^  G  son  centre  de  gravité, 
a  la  distance  AG,  x  la  distance  GC,  B  l'inclinaison  de  la 
barre  sur  l'horizon,  ©  l'inclinaison  de  la  force,  Rla  pres- 
sion normale  de  l'étai  sur  la  barre,  et  u.  le  coefficient  de 
frottement. 

Projetons  les  forces  qui  sollicitent  la  barre  sur  l'ho- 
rizontale, sur  la  verticale,  puis  prenons  leurs  moments 
relatifs  au  point  C,  en  supposant  c[ue  la  barre  soit  sur  le 
point  de  glisser.  Il  vient 

Q  coscp  :=  RsinS  -H  pE.  ces  9, 
Qsins  +  RcosQ  =  P  H-pPvsin9, 
(A)  Pxcos0  =  Q(«  H-a:)sin(ç  — 9). 

Éliminons  R  entre  les  deux  premières  équations,  et  pour 
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résoudre  plus  comniodémeut  réquation  finale  par  rapport 
à  9,  posons  y.  =  tange^  nous  trouvons 


tanirQ 


Qcos(s  —  (p)  —  Psine 


Q  sin(  £  —  tp)  H-  P  coss 
L'équalion  (A)  nous  fera  connaître  la  dislance  x. 

3.  Une  planclie  rectangulaire  et  homogène  CDEF, 
située  dans  un  plan  'vertical ,  repose  par  Vun  de  ses 
côtés  CF  sur  un  plan  dépoli  AB,  dotït  l'inclinaison  à 
l'horizon  croit  graduellement.  Dans  quelle  position  du 
plan  la  planche  commenccra-t-elle  à  glisser.,  ou  à  tom- 
ber en  tournant  autour  de  son  sommet  C? 

Fig.  12.  Soient  P  le  poids  de  la  planche, 

a  le  côté  CF,  b  le  côté  CD,  R  la 
pression  normale  que  la  planclie 
éprouve  de  la  part  du  plan,  a 
l'inclinaison  du  plan  et  ^  le 
coefficient  de  frottement. 
Lorsque  le  corps  est  sur  le  point  de  glisser,  on  a 


R 


:  P  sina, 
Pcosa; 


par  conséquent, 


tanga,     a  =1  arc  tangp.. 


Telle  est  l'inclinaison  du  plan  lorsque  le  corps  com- 
mence à  glisser. 

Observons  cependant  que  le  corps  pourra  perdre  son 
équilibre  sans  glisser.  En  effet,  soient  G  le  centre  de  gra- 
vité du  corps  et  GH  une  perpendiculaire  abaissée  sur  le 
côté  CF.  Si  le  co'efficient  [i  est  assez  considérable  pour  que 
la  droite  CG  devienne  verticale  avant  que  l'angle  a  ait 
atteint  la  valeur  arctangp.,  à  cet  instant  le  corps  tournera 
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autour  du  sommet  C,  et  perdra  son  équilibre  avant  de 
glisser.  Lorsque  la  ligne  CG  est  verticale,  a  est  égal  à 

l'angle  CGH,  d'ailleurs  tangCGH=:  j\  par  conséquent, 
le  corps  commencera  par  tourner  si  1  on  a  ij.j;>  —•,  et  il 
commencera  par  glisser  si  l'on  a  \j.<^-j' 


4.  Une  tige  pesante  AB  peut  se  mou\^oir  en  tous  sens 
et  sans  frottement  autour  de  son  extrémité  A  comme 
pivot ^  son  autre  extrémité  B  s'appuie  sur  un  plan  verti- 
cal et  dépoli.  Déterminer  la  position  de  la  tige  lors- 
qu'elle est  sur  le  point  de  perdre  son  équilibre. 

ï^'S-  '3.  Soient  P  le  poids  de  la  barre,  a.  son 

inclinaison  sur  la  perpendiculaire  au 
plan,  R  la  pression  normale  que  la 
barre  éprouve  de  la  part  du  plan,  et 
fz  le  coefficient  de  frottement. 
Le  lieu  du  point  B  sur  le  plan  vertical  est  un  cercle  qui 
a  pour  centre  la  projection  O  de  l'extrémité  fixe  A.  Nom- 
mons 0  l'inclinaison  du  rayon  OB  sur  l'horizon,  et  ob- 
servons que  le  frottement  s'exerce  suivant  la  tangente  au 
cercle. 

Si  nous  considérons  les  moments  des  forces  par  rapport 
à  un  axe  vertical  passant  par  l'extrémité  fixe  A,  nous  ob- 
tenons la  relation 


Or 

donc 


R.OBcosS  =  y.Rsin9.0A. 


OB  =  OA  tanga; 


tangacosO  =  lAsinG,      tang9  =  - tanga. 


ô.    Une  tige  pesante  appuie  ses  extrémités  Vune  sur 
un  plan  horizontal,  Vautre  sur  un  plan  vertical,  et  est 

I.     2^  ÊDIT.  n 
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■perpendiculaire  à  V intersection  des  deux  plans.  Déter- 
miner la  position  de  la  tige,  lorsqu  elle  est  sur  le  point 
de  perdre  son  équilibre. 

Soient  p.  et  ^/  les  coefficienls  de  frottement  relatifs  au 
plan  horizontal  et  au  plan  vertical,  a  et  b  les  distances  du 
centre  de  gravité  de  la  tige  à  l'extrémité  inférieure  et  à 
l'extrémité  supérieure,  6  l'inclinaison  de  la  tige  sur  l'ho- 
rizon. 

On  trouve 

d  —  jjLfi'  b 


tango 


p.(«  +  6) 


6.  ZTjie  barre  pesante  et  homogène  appuie  ses  extré- 
mités sur  les  deux  faces  d'un  angle  dièdre  dont  V arête 
est  horizontale.  Déterndner  la  plus  grande  inclinaison 
à  l'horizon  que  la  barre  puisse  admettre  sans  glisser,  et 
trouver  les  relations  qui  existent  entre  le  poids  de  la 
barre  et  les  pressioris  normales  qu^elle  éprouve,  lors- 
qu elle  est  sur  le  point  de  glisser. 

Soient  a  et  a'  les  angles  que  les  faces  du  dièdre  font 
avec  l'horizon  de  part  et  d'autre  de  l'arête  commune, 
tangX  et  tang^'  les  coefficienls  de  frottement  relatifs  à  ces 
deux  faces,  R  et  R'  les  pressions  normales  que  la  barre 
éprouve  de  la  part  des  mêmes  plans,  P  le  poids  de  la 
barre  et  B  sa  plus  grande  inclinaison. 

La  barre  doit  être  perpendiculaire  à  l'arête  du  dièdre, 
et  l'on  trouve 

R  R'  P 


cos>.sin(a'  —  )/)         cos)i'sin(a  —  \)        s\n[a-\-a'  —  X  —  À') 
2tang9  ^  cet  (a  —  1)  ■ —  cot(a'  —  V). 

7.  Une  tige  homogène  repose  par  son  milieu  sur  un 
cylindre  horizontal  dont  les  génératrices  lui  sont  per- 
pendiculaires. Quel  est  le  plus  grand  poids  que  l  on 
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puisse  suspendre  à  r extrémité  de  la  tige  sajis  la  faire 
glisser  sur  le  cylindre? 

Soient  P  le  poids  de  la  tige,  2<2  sa  longueur,  /'  le  rayon 
du  cylindre,  tangX  le  coefficient  de  frottement,  et  Q  le 
poids  cherché. 

On  trouve 

Q  _        r\ 
V  ~'  a  —  ri  ' 

8.  Une  harre  pesante  et  homogène  appuie  V une  de 
ses  extrénùtés  contre  un  plan  vertical,  tandis  que  l'autre 
extrémité  est  soutenue  par  un  fil  attaché  en  un  point 
du  plan.  Déterminer  la  position  de  la  barre  lorsqu  elle 
est  sur  le  point  de  glisser. 

Soient  a  la  longueur  de  la  barre,  P  son  poids,  R  la 
pression  normale  qu'elle  éprouve  de  la  part  du  plan, 
6  l'angle  qu'elle  forme  avec  la  verticale,  l  la  longueur  du 
fil,  cp  son  inclinaison  sur  la  verticale,  et  ^  le  coefficient 
de  frottement. 

Les  angles  <p  et  0  sont  déterminés  par  les  équations 

{4«^  —  4^^  —  P-'^O  tang'-(p  ZjZ  2p,/^  tang'f  H-  4*^^  —  /-  =  o, 

/    . 
sin9  =  —  smcp. 
a 

Le  signe  supérieur  correspond  au  glissement  de  bas  en 
haut",  le  signe  inférieur,   au  glissement  de  haut  en  bas. 

9.  If/i  cylindre  elliptique,  dont  V axe  est  horizontal^ 
appuie  sa  surface  convexe  sur  deuxjplans,  l'un  vertical 
et  poli,  l'autre  horizontal  et  dépoli  Le  corps  est  sur  le 
point  de  glisser,  lorsque  le  grand  axe  de  V ellipse  de 
hase  fait  un  angle  de  ^^\degrés  avec  Vhorizon.  Quel 
est  le  coefficient  de  frottement  sur  le  plan  horizontal? 

7- 
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Soit  e  l'excentricité  de  l'ellipse  de  base. 
■  Le  coefficient  de  frottement  est  ésral  à  -  e~. 

10.  Une  demi-sphère  homogène  peut  rouler  sur  un 
plan  horizontal ^  mais  le  Jrottement  V empêche  de  glis- 
ser. Quel  est  le  moment  du  couple  nécessaire  pour  tenir 
le  corps  en  équilibre,  lorsque  la  hase  est  inclinée  de 
3o  degrés  à  V horizon. 

Soient  P  le  poids  de  la  demi-sphère,  et  /'  le  rayon. 

Le  moment  clierché  est  égal  à  — r  Vr. 

ib 


SECTION  m. 

POUSSÉE    DES    TEKRES. 

Imaginons  un  plan  mené  dans  l'intérieur  d'un  massif 
de  terre  en  équilibre.  Les  forces  qui  agissent  sur  l'une 
des  faces  de  cette  section  et  maintiennent  l'équilibre  sont 
la  pression  normale,  la  force  tangentielle  nommée //"ofite- 
ment  statique,  et  une  seconde  force  tangentielle  nommée 
cohésion,  qui,  d'après  Coulomb,  est  proportionnelle  à  la 
surface  de  contact  et  indépendante  de  la  pression,  lorsque 
l'équilibre  est  sur  le  point  d'être  rompu  ('*'). 

1.  Un  massif,  dont  la  surface  supérieure  est  un  plan 
horizontal  BX,  se  termine  la- 
téralement par  un  talus  BA, 
de  hauteur  donnée.  On  de- 
mande de  déterminer  le  plus 
petit  angle  que  le  talus  puisse 
faire  avec  la  'verticale  sans 
quil  j  ait  éboulement. 


Fig.   14. 


C*)  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris;  1773. 
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Soient  : 

AC  =  h  la  hauteur  du  massif: 

a.   l'angle  BAC  que  le  talus  fait  avec  la  verticale  5 

p  le  poids  d'un  volume  de  terre  égal  à  l'unité; 

/y.  le  coefficient  de  frottement  statique; 

V  la  force  de  cohésion  pour  l'unité  de  surface,  lorsqtie 
le  glissement  est  sur  le  point  de  naître. 

On  admet  dans  cette  théorie  que  la  rupture  tend  à  se 
faire  suivant  un  plan.  Nous  allons  d'abord  déterminer  le 
plan  sur  lequel  la  rupture  est  le  plus  à  craindre,  en  sup- 
posant l'angle  a.  assez  grand  pour  qu'il  y  ait  équilibre, 
mais  d'ailleurs  quelconque;  puis  nous  déterminerons 
l'angle  a.  par  la  condition  que  la  rupture  soit  sur  le  point 
de  s'opérer  dans  le  plan  trouvé. 

En  vertu  de  la  symétrie,  le  plan  de  rupture  doit  être 
perpendiculaire  au  plan  de  la  figure.  Admettons  d'abord 
c|u'il  coupe  le  talus  à  la  base. 

Soient  AX  ce  plan,  (3  l'angle  qu'il  fait  avec  la  verti- 
cale, et  P  le  poids  du  prisme  ABX.  Nous  supposerons 
que  l'épaisseur  de  ce  prisme  dans  le  sens  perpendiculaire 
au  plan  de  la  figure  soit  égale  à  l'unité  ;  le  calcul  n'en 
sera  pas  moins  général. 

Les  forces  qui  agissent  sur  le  prisme  ABX  dans  la  di- 
rection XA,  lorsc[ue  le  glissement  est  sur  le  point  de 
naître,  ont  une  somme  représentée  par  la  formule 

Pcosp  —  piPsinp  —  vÂX, 

ou  bien,  en  remplaçant  P  et  AX  par  leurs  valeurs, 

-ph-'  (tangp  —  tanga)  (cosp  —  ^sinp)  —  ^• 

La  condition  d'équilibre  est  que  cette  somme  soit  nulle 
ou  négative.  Plus  celte  somme  s'approche  de  o,  plus  ou 
doit  craindre  une  rupture  sur  le  plan  AX. 
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Or,  quand  h  augmente,  la  partie  positive  de  cette 
somme  augmenle  plus  rapidement  que  la  partie  négative, 
car  la  première  partie  contient  li^  en  facteur,  tandis  que 
la  seconde  contient  seulement  h  à  l'un  de  ses  termes  5 
donc,  toutes  choses  égales,  la  rupture  sur  le  plan  AX  est 
d'autant  plus  à  craindre  que  la  hauteur  verticale  du 
prisme  qu'il  sépare  est  plus  grande.  Ainsi,  c'est  avec 
raison  que  nous  avons  placé  l'intersection  du  plan  et  du 
taliis  atissi  bas  que  possible. 

Pour  déterminer  l'angle  /3,  posons 

tantrB  =  j:,      — -=z<7, 
^^  '      ph  ' 

et 

(jc— tanga)(i  —  [kx)  —  a[\ -h  x'')  =z  f(^x). 

La  condition  d'équibre  sera 


\l  1  +  x' 

et  l'angle  cherché  |3  sera  celui  pour  lequel  le  premier 
membre  de  cette  inégalité  devient  un  maximum.  Sa  tan- 
gente, X,  vérifiera  l'équation  dérivée 

{l  -[-  x"^)/'  ix) — Jt:/(.r)=:0. 

Ceci  posé,  on  pourra  tirer  la  valeur  de  x  de  cette 
dernière  équation,  la  leporter  dans  la  relation  précé- 
dente où  le  second  membre  sera  pris  égal  à  o  ;  alors  on 
aura  une  équation  propre  à  déterminer  l'angle  a  qui  fait 
l'objet  du  problème.  Mais  on  arrivera  plus  simplement 
au  même  résultat  en  éliminant  x  entre  les  équations 

f[x)  =  o     et    /'(x)  =  o. 

On  trouve  ainsi  une  équation  qui,  résolue  par  rapport 
à  tanga,  donne  la  valeur 

tanga  = \ :\a  —  \ja  («  +  p)  (i  +  |^'')]> 


STATIQUE. 


io3 


OU 


(l) 


taniza 


,ï-v/iC^>0'-"^''} 


Cet  angle  a  dépend  de  la  hauteur  h. 

A  mesure  que  la  hauteur  augmente,  tangœ  s'approche 

de  la  limite  -i  crui  conviendrait  à  toute  hauteur,  si  la  co- 

hésion  était  nulle,  comme  cela  a  lieu  sensiblement  dans 
les  terres  fraîchement  remuées. 

La  plus  grande  iiauteur  h'  sur  laquelle  le  massif  puisse 
se  soutenir  à  pic  est  celle  qui  rend  nulle  la  valeur  (i)  de 
tanga.  On  trouve 


(2) 


h'  = 


^- 


+  1/1  +  f^-O- 


Les  formules  (i)  et  (2)  peuvent  servir  à  déterminer  les 
coefficients  f;i  et  v  pour  un  terrain  donné.  Deux  expé- 
riences faites,  l'une  dans  le  cas  de  la  formule  (i),  l'autre 
dans  le  cas  de  la  formule  (2),  suffisent  théoriquement  à 
cette  détermination. 

Navier,  Leçons  de  Mécanique  a  V École  des  Ponts 
et  Chaussées  ;  n'^  édit.,  sect,  11,  art.   i. 

2.    Un  massif  terminé  par  un  plan  horizontal  BX 
FJg-  i5-  peut  se  soutenir  à  pic  sur 

une  hauteur  BD  =  h'.  On 
demande  de  déterminer 
le  profil  courhe  DA  que 
le  terrain  doit  avoir  au- 
dessous  du  point  D,  pour 
être  à  la  limite  de  stabi- 
lité en  tout  point  de  ce  profil. 

Soient  pris  BD  pour  axe  des  z,  le  prolongement  de  XB 
pour  axe  des  j-.  Nommons  z,  j  les  coordonnées  d'un 
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point  quelconque  A  de  la  courbe  cherchée-,  par  ce  point 
menons  une  droite  AE  tellement  inclinée,  que  le  triangle 
AEX  soit  équivalent  à  la  figure  ADBX.  Soient  yi  la 
distance  du  point  E  à  la  verticale  du  point  A,  et  a  l'angle 
de  AE  sur  la  verticale.  Conservons  pour  le  reste  la  nota- 
lion  du  problème  précédent. 

Le  terrain  terminé  au  talus  fictif  AE  doit  être  à  la  limite 
de  stabilité.  Si  donc  on  observe  que  yj  =  z  tanga  et  que  z 
est  la  hauteur  du  talus,  on  aura,  d'après  le  problème  pré- 
cédent. 


D'ailleurs  l'égalité  des  surfaces  AEX,  ADBX  donne 

—  =    /      zdr. 

Différentiant  ces  deux  équations  et  éléminant  y],  d-/]^ 
on  trouve  l'équation  différentielle  de  la  courbe  cherchée, 


dy 


ay        I  2v  /- 


y         2v  I 


dz        p        ^'pz  ^    j         .    /         i^pz  F-'P^ 


L'intégrale  s'obtient  immédiatement, 

V 


lipz 
2v 


2v 


Z      6vv/i+^'     /     ,   vp^ 


l  +  — h  I 


^         ^-  log  -^  ■  ■^      '  '      H- const., 


I  +  — h  I 


la  constante  étant  telle,  que  j^  s'annule  pour  z  =  h' . 
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io5 


Si,  dans  l'expression  àe  -—■,  on  remplace  z  par  la  va- 
leur de  h'  qui  a  été  donnée  au  problème  précédent,  on 
trouve  que  la  courbe  AD  coupe  la  verticale  BD  au  point  D 
sous  un  angle  dont  la  tangente  est 


r(/ 


i  +  ^^-fxj. 


3.  Soit  un  massif  ABCDEF...,  soutenu  par  un 
mur  AB,  et  dont  le  projîl  est  un  poîjgone  quelconque, 
mais  constant  sur  toute  la  longueur.  On  suppose,  dans 
ce  massif,  un  prisme  ABCDEX  prêt  à  glisser  sur  le  plaît 
fixe  AX  en  faisant  reculer  le  mur.  Il  s^ agit  de  déter- 
ndner  le  plan  AX  par  la  condition  de  rendre  un  maxi- 
mum la  résultante  des  forces  que  le  prisme  séparé  exerce 
sur  le  mur  de  rei^êtement.  On  néglige  la  cohésion  des 
terres  entre  elles  et  avec  la  paroi  du  mur. 

Fig.  i6. 


P 


Le  plan  AX  déterminé  par  cette  condition  est  nommé 
d'après  Coulomb  plan  de  rupture,  parce  qu'on  admet 
que  la  rupture  commencera  sur  ce  plan,  si  la  réaction 
du  mur  vient  à  n'être  plus  suflisante  pour  maintenir  l'é- 
quilibre. 
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Soient  p  le  poids  des  terres  sous  Tunité  de  volume 5 

tangcj)  et  tangcp'  les  coefficients  de  frottement  des  terres 
sur  elles-mêmes  et  sur  la  paroi  du  mur; 

a  l'angle  que  la  paroi  du  mur  fait  sur  le  plan  hori- 
zontal AH  du  côté  du  massif; 

P  le  poids  du  prisme; 

R  et  S  les  résultantes  des  réactions  du  mur  et  du  plan 
de  rupture  sur  le  prisme; 

j3  l'angle  que  le  plan  de  rupture  fait  sur  le  plan  hori- 
zontal AH  du  côlé  du  massif. 

Les  forces  P,  R,  S,  transportées  en  un  même  poinl^ 
doivent  se  faire  équilibre;  on  a  donc 

R  _  sin(P,  S) 
^        sin  (R,  S) 

Si  l'on  observe  cjue  tp'  et  ip  sont  les  inclinaisons  des 
forces  R  et  S  sur  les  normales  au  mur  et  au  plan  de  rup- 
ture, on  reconnait  aisément  que  l'angle  (P,  S)  est  égal  à 

71  — /3  -{-  !p  et  l'angle  (R,  S)  à  tt  — •  (a  —  |3)  — çp  —  Q)'.  Par 

suite, 

/  X  ir.        X.  sin  (6  —  o) 

(0  R  =  P  -^-, ^-i 7T- 

^  ^  sin  (a  —  p  +  ij)  +(p') 

Il  nous  faut  exprimer  le  poids  P  à  l'aide  d'un  élément 
géométrique  qui  fixe  la  position  du  plan  AX;  alors  la 
question  sera  réduite  à  déterminer  le  maximum  cVune 
fonction  d'une  seule  variable. 

Pour  ce  calcul  il  suffira  évidemment  de  considérer 
une  longueur  du  prisme  égale  à  l'unité;  en  outre  il  fau- 
dra supposer  c[ue  l'on  connaisse  le  côté  du  profil  poly- 
gonal qui  est  coupé  par  le  plan  de  rupture. 

Soient  EF  ce  côté; 

w  sou  inclinaison  à  l'horizon,   qui  sera  positive  si  la 
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droite  EF  s'élève  en  s'éloignaiil  du  mur  du  côté  du 
massif; 

k  la  dislance  du  point  A  au  côté  EF5 

Al  une  droite  tellement  inclinée,  que  le  triangle  formé 
par  cette  droite,  le  côté  EF  et  la  droite  AX,  soit  équiva- 
lent au  pol^'gone  ABCDEX  (celte  droite  AI  est  connue)  -, 

1  l'angle  que  la  droite  AI  fait  avec  l'iiorizontale  AH  du 
côté  du  massif. 

Première  solution.  —  On  prend  pour  inconnue  la 
quantité  lang(j3  —  o). 

L'expression  de  l'aire  du  triangle  AIX,  en  fonction  de 
la  hauteur  et  des  trois  angles,  donne  d'abord 

/i'  sin  (>  —  S) 


2   sin  ()i  —  w)sin([i  —  w) 


Si  l'on  substitue  cette  valeur  dans  l'équation  (i),  que  l'on 
remplace  ensuite  sin  (A — (3),  sin  ([3 — w),  sin  (a — j3+cy+^') 
par  les  expressions  équivalentes 

sin  [\  — (p)  cos(P  —  (p)  —  sin  (p  —  ip)  ces  ("/  —  'p), 
sin  (p  —  y)  cos(«  —  w)  +  sin  ((p  —  w)  cos  (p  —  y), 
sin  (a  +  !p')cos(p  —  cp)  —  sin  (p  —  tp)  cos  (a  H-  ©'), 

et  que  l'on  pose,  pour  abréger, 

h'^  cos  {\  ■ —  10)  

1  sin  (). —  w)  cos  (ai — &))  cos  (a  +  (p' j 
tang()v  —  (p)  =  f7,      tang  ((p  —  m)  ■=:  h ,     tang ( a  H- ©' )  =  c, 
tang(p  —  ffl)  r=  x, 
il  vient  , 

La  valeur  de  x  qui  rend  celle  pression  un  maximum 
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vérifie  l'équation 

.„,     ^R  .   fa-\-b]xla;  —  c)  —  c{x  —  a](:r:-\-b) 

(5)     -—    ou    A  ^^ — -, ~— — ^^ '— '  z=  o. 

^    '    dx  {^x -\- by- {x  —  cf 

On  en  tire 

X  —  c  c  (x  —  a)                  c(c  —  a) 


b        X  [a  -\-  b)        x[a  -h  b  —  c)  —  b 
x(a  -\-  b  —  c)  —  bc 


b(a-hb] 


—•y    b[a-hb^ 


Pour  obtenir  la  valeur  de  la  dérivée  seconde  — —  qui 

dx^    ^ 

répond  à  la  double  valeur  de  a:,  il   suffit  de  remplacer 

dans  l'expression  (3)  le  numérateur  par  sa  dérivée,  puis 

de  substituer  la  double  valeur  en  question  *,  on  trouve  ainsi 


d'R  ix{a-\-b  —  c]  —  2Ô 

A 


dx-"  {x  -\n  bY[x  —  cY 

[x  +  by{x  —  cy         y  b[a  +  b}' 

La  valeur  correspondante  de  R  s'obtient  de  suite,  en 
observant  que  l'équation  (3)  peut  s'écrire,  d'après  la  for- 
mule (2), 

|_  c  \x -\-  b  J  j  X  [x  —  c)  ' 

et  que  d'ailleurs  on  a  identiquement 

{b  +  c)—^-—  =  c  -h  b'^~  % 
^  '  X  -\-  b  x-h  b 
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Il  vient 


c    y    b  [d  -[-  i 

R  ne  pouvant   être  négatif,    il  s'ensuit  que  le   facteur 
Ac  (a+  b)  est  positif.  Divisant  par  ce  facteur  la  valeur 

de  la  denvee    -— -  obtenue  précédemment,  on  voit  que 

cette  dérivée  a  le  signe  de  la  quantité 


b        c[c 


c   V    b{a  -\~  b) 

Si  donc  on  nomme  K  la  valeur  numérique  de  cette  der- 
nière quantité,  la  formule 

[b  ^  cY     ^  ' 

■'    2  sin'(a  —  w  +  I})  +  »')  ^  ' 

représentera  la  pression  maximum  quand  on  prendra  le 
signe  inférieur,  et  la  pression  nTinimuin  quand  on  prendra 
le  signe  supérieur. 

Les  valeurs  correspondantes  de  x  sont 

_(i  zhK)  tangfa  +  <p') 


tang(a-f-f  )  ^^ 


lang(Y  — w) 
et  l'on  a 


__      /sin  (a  —  X  +  (p  H-  y'  )  sin  (  cp  —  w ) 
y  sin(X  —  m)  sin  (a  +  (j)') 

Le  minimum  ne  répond  pas  au  problème  actuel  ;  mais, 
si  l'on  change  les  signes  des  angles  ç  et  cj»'  dans  les  formules 
relatives  au  minimum,  elles  donneront  la  solution  du  pro- 
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blême  correspondant  à  celui  qui  nous  occupe,  pour  le  cas 
où  le  mur  tendrait  à  s'avancer  dans  l'intérieur  du  massif 
en  soulevant  un  prisme  de  terre. 

Observons  encore  que,  dans  les  deux  cas,  si  l'on  s'était 
trompé  sur  le  clioix  du  côté  EF  coupé  par  le  prisme,  les 
formules  en  avertiraient,  et  l'on  aurait  à  recommencer 
le  calcul  en  choisissant  un  ai;tre  côté.  Au  reste,  un  peu 
d'attention  suffira  d'ordinaire  pour  éviter  ces  tâtonne- 
ments fâcheux. 

Comme  application,  supposons  que  la  surface  supé- 
rieure du  terrain  soit  un  plan  horizontal,  et  que  l'on 
puisse  négliger  le  frottement  des  terres  contre  le  pare- 
ment du  mur.  Alors  on  aura  00  =  0,  A  =  a,  (p'r=o,  et  l'on 
trouvera  facilement  la  pression  maximum 


sui  a    . 
sin' 


ainsi  que  l'inclinaison  du  plan  de  rupture. 


1(^ 

V 


Deuxième  solul.ion.  —  Joignons  le  point  A  au  côté  EF 
par  deux  droites  AM,  AN,  situées  de  part  et  d'autre  de  la 
droite  AB,  et  formant  avec  elle  les  angles  a  —  cp,  cp  -f-  c^'. 
Entre  les  droites  MN,  AN,  menons  des  droites  IF,  XX' 
parallèles  à  AM.  L'inconnue  sera  la  position  du  point  X'. 


(*)  M.  Saint-Guilheni,  auquel  nous  empruntons  cette  solution  {Journal 
de  M.  Liouvillf,  t.  IX,  p.  i;  i8/|4),  l'étend  au  cas  où  l'on  tient  compte  de 
la  cohésion  des  terres  entre  elles  et  avec  la  paroi  du  mur.  Mais,  comme 
l'objet  de  ce  calcul  est  de  déterminer  l'épaisseur  qu'il  faut  donner  au  mur 
pour  qu'il  ne  soit  point  repoussé,  il  est  plus  sûr  de  ne  pas  supposer  une 
cohésion  qui  peut  être  anéantie  par  un  ébranlement  fortuit. 
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La  Géométrie  nous  donne  les  relations 


V  =  -p/ilX, 

sin(p  — ^)           _ 

AX' 

sin  (  a  —  p  +  tp  +  ffi'  ) 

XX' 

IX        1'  X' 

MN         AN 

AN   XX' 

AM  NX' 

h  MN  =  AN .  AM  sin  (  a  +  '^ '  ) . 

Egalant  le  produit  des  premiers  membres  à  celui  des  se- 
conds membres,  il  vient  (i) 

R~  -  n  AN  sm    a  +  ?'    — ^ . 

2  NX' 

Or,  si  l'on  pose  avec  M.  Bélanger  [Cours  de  l'École  Po- 
lytechnique)^ 

WK  =  a,     nF=/,      NX^=.r, 

on  voit  aisément  que  le  maximum  de  la  fraction 

fX'.ÂX'  _  (.r  —  i)  {a  ~.x) 
NX"'  ^ 

répond  k  x  =  ^ai.  Telle  est  donc  la  distance  du  point  X' 
au  point  N. 

Le  point  X'  étant  connu,  il  suffira  de  mener  par  ce 
point  une  parallèle  par  la  droite  AM  pour  avoir  la  posi- 
tion du  point  X  et,  par  suite,  celle  du  plan  de  rupture. 

Le  maximum  de  la  résultante  R  est 

R  =  -  /;>  sin  (a  +  ©')  («  —  \/«0% 
Pt  =-/?sin(a  +  -])')  AX'  . 
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Les  considérations  géométriques  sur  lesquelles  se  fonde 
cette  solution  sont  dues  à  M.  Poucelet  ('''). 

4.  Restant  dans  les  conditions  du  problème  précé- 
dent, on  demande  de  trouver  le  centre  de  poussée,  c'est- 
à-dire  le  point  d^ application  de  la  pression  Jiormale  sur 
le  parement  du  mur. 

Soient  /=AB  la  hauteur  du  mur,  z  la  distance  du 
centre  de  poussée  à  l'arête  de  couronnement  B^  H^  la  pres- 
sion normale  exercée  sur  la  partie  du  mur  qui  est  comprise 
entre  l'arête  de  couronnement  et  une  horizontale  située 
à  la  distance  z  ;  on  admet  que  cette  pression  est  la  pres- 
sion maximum  que  donnent  les  formules  du  problème 
précédent  appliquées  à  la  partie  du  mur  considérée. 

Ecrivant  que  le  moment  de  la  pression  résultante  R 
autour  de  l'arête  B  est  égal  à  la  somme  des  moments  des 
composantes,  il  vient 


t/o 


'    dR,    , 

Z dz. 

dz 


La  question  est  ramenée  à  une  quadrature. 

Pour  le  cas  d'une  terrasse  dont  le  plan  supérieur  monte 
à  partir  de  l'arête  de  couronnement,  en  faisant  avec  l'ho- 
rizon un  angle  w,  moindre  que  l'angle  ç  du  talus  naturel 
des  terres,  R^  est  proportionnel  à  ^",  et,  par  suite,  on  a 


2 

s'- 


(*)  Mémoire  sur  la  stabilité  des  revêtements  et  de  leurs  fondation» 
{Mémorial  de  l'Officier  du  Génie,  n"  i3  ;  i8/|0). 
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CHAPITRE  IV. 

ÉQUILIBRE   DE  PLUSIEURS  CORPS. 


Pour  un  système  composé  de  plusieurs  corps  solides, 
on  détermine  toutes  les  circonstances  de  l'équilibre  par 
l'ensemble  des  équations  qui  expriment  que  cbacun  des 
corps  est  séparément  en  équilibre,  sous  l'influence  de 
toutes  les  forces  qui  le  sollicitent 

SECTION  I. 

ÉQUILIBRE    SANS    FROTTEMENT. 

1.  Trois  tiges  métalliques  pesantes  AB,  A'B',  A"B" 
légèrement  flexibles  sont  enlacées  entre  elles  comme  le 
représente  la  figure  ci-jointe,  et  sont  sensiblement  hoii' 
zontales.  Leurs  extrémités  A,  A',  A''  s'appuient  sur  trois 
supports }  les  autres  extrémités  B,  B'^  B"  soutiennent  un 
corps  pesant.  On  demande  de  calculer  les  pressions  qui 
s'exercent  entre  les  tiges  aux  points  B,  B',  B''. 


Fis 


Soient  aP,  2P',  iV"  les  poids  des  tiges 5  Q,  Q',  Q"  les 
poids  que  portent  les  extrémités  B,  B',  B"^  a,  a',  a"  les 

I.     2*   ÉDIT.  O 
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loiigueurs  des  tiges  -,  h,  Z>',  h"  les  longueurs  des  segments 
AB'',  A'B,  A"B'5  x.  x',  x"  les  pressions  qui  s'exercent 
aux  points  B,  B',  B''. 

Considérons  la  tige  AB.  Au  point  B  agit  le  poids  P 
provenant  de  la  pesanteur  de  la  tige,  le  poids  Q  et  le  poids 
produit  par  la  pression  x"  agissant  sur  le  levier  AB''B  5 

ce  dernier  poids  est  égal  à-.x'^  Nous  avons  donc 

P   +  Q  +  -  x"  =  x, 
et  de  même,  par  permutation  circulaire, 

P'  A-  Q'  +  —.r   =x', 
a 
u 

.    v"-h(y'-v-—,x'=x". 

a 
En  posant,  pour  abréger, 

P  +  Q  =  B.,     P'+Q'  =  R',     P"  +  Q"  =  R", 

les  équations  précédentes  nous  donnent 

hh'b"\  ^  bb"     ,         b^„ 

I ^-j;  Kr  =  R   +  — ^,  R'  H-  -  R", 


na  a 

bb'  b" 
na'a" 
bb'b" 


K' 


aa 

a 

a  a 

+ 

^. 

b"b' 
(i   a 

+ 

>■ 

a  a  a 
Si  a=z  a'  ^  cJ'  et  Z>  =  Z?'  =  b",  il  vient 

a         R^'^R."fl/;  ^-  R'^»' 

X 


—  b  a^ 

et,  siR  =  R'  =  R", 


«R 
a  —  b 
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Bien  des  enfants  savent  que  trois  couteaux  de  table  à 
laine  un  peu  flexible  peuvent  en  réalisant  cet  assemblage 
supporter  un  poids  assez  considérable. 

2.  Entre  deux  plans  inclinés  on  place  deux  sphères 
liomogènes,  de  telle  manière  qa  elles  s^ appuient  Vune 
contre  Vautre,  et  que  chacune  d'elles  touche  Vun  des 
plans.  Déterminer  la  position  d'équilibre. 

On  voit  d'abord  que  l'intersection  des  deux  plans  doit 
être  horizontale,  et  que  la  ligne  des  centres  doit  être  per- 
pendiculaire à  cette  intersection.  Le  problème  sera  donc 
résolu,  si  nous  déterminons  l'angle  Q  que  la  ligne  des 
centres  fait  avec  l'horizon. 

Soient  R  la  réaction  mutuelle  des  deux  sphères,  P  et 
P'  les  poids  de  ces  sphères,  a  et  aJ  les  angles  aigus  que 
les  'deux  plans  forment  avec  l'horizon  5  admettons  que 
l'angle  a  se  rapporte  au  plan  qui  touche  la  sphère  P, 
dont  le  centre  est  le  moins  élevé.  Par  les  points  de  con- 
tact entre  les  plans  et  les  sphères,  abaissons  des  perpen- 
diculaires sur  l'intersection  des  deux  plans,  et  pïojetons 
sur  ces  deux  droites  les  forces  qui  sollicitent  chacun  des 
deux  corps.  Il  vient 

R  cos(a  H-  6)  :^  P  sina, 
Rcos(a'— S)  =  P'sina'; 

d'où  l'on  tire,  par  l'élimination  de  R, 

P'  tantfa'  —  P  taniïa 

°     ~  (P'  H-  P)  tanga'  tanga* 

3.  Trois  sphères  homogènes  sont  placées  dans  V in- 
térieur d'une  sphère  creuse,  de  telle  sorte  que  les  quatre 
centres  soient  dans  un  même  plan  vertical.  Déterminer 
la  position  des  trois  premières  sphères^  lorsqu'elles  sont 
en  équilibre. 

Soient  C  le  centre  de  la  sphère  creuse,  c,  c',  c"  ceux 

8. 
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des  trois  autres  sphères,  P,  P',  P"  les  poids  de  ces  sphères, 
d,  d\  d"  les  distances  de  leurs  centres  à  celui  de  la 
sphère  creuse,  0  l'angle  que  Ce'  forme  avec  l'horizon,  o>. 
l'angle  cCc',  a"  l'angle  c"Qc' .  Admettons  que  les  lettres 
c',  d'  se  rapportent  à  la  sphère  qui  est  touchée  par  les 
deux  autres,  et  que  la  verticale  du  point  C  passe  entre  les 
points  c,  c' . 

Nous  pouvons  considérer  l'ensemble  des  trois  sphères 
intérieures  comme  ne  formant  qu'un  seul  corps  solide; 
car  ce  corps  sera  en  équilibre,  si  chacune  des  trois  sphères 
est  séparément  en  équilibre.  Prenons  par  rapport  au 
point  C  les  moments  des  forces  qui  sollicitent  ce  corps 
composé.  Il  vient 

Prfcos(e  +a)  +  P'J'cosG  -4-P'V'cos(0—  y.")  =  o; 

d'où 

_  P^cosa  +  V'cV  +  V"d"  cosc,:' 

*^°^    ""  Pr/sina  — P^r'sina" 

Cette  relation  suffit  pour  déterminer  la  position  d'équi- 
libre, car  toutes  les  quantités  qui  entrent  dans  le  second 
membre  s'expriment  aisément  en  fonctioai  des  rayons  des 
sphères,  lesquels  sont  connus. 

4.  Deux  barres  pesantes  et  homogènes  reposent  leurs 
extrémités  inférieures  sur  un  même  plan  horizontal,  et 
appuient  leurs  extrémités  supérieures  Vune  contre 
Vautre.  On  admet  que  la  petite  surface  de  contact  entre 
les  deux  extrémités  est  dans  un  plan  'vertical.,  et  que  les 
extrémités  inférieures  ne  peuvent  glisser  sur  le  plan  qui 
les  supporte.  Déterminer  la  position  d^ équilibre. 

Soient  P,  P'  les  poids  des  deux  barres,  0,  ô'  leurs  in- 
clinaisons à  l'horizon,  et  K  leur  réaction  mutuelle,  qui 
est  horizontale. 

Si  l'on  prend  les  moments  des  forces  qui  sollicitent 
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chaque  barre,  autour  de  rextrémité  inférieure,  il  vient 

P  cos9  =  2Rsin9, 

P'cos9'=:2Rsin9'; 

d'où 

P  tang9 

P'  ~~  tang9'* 

Franchini,  Memorie  délia  Socictà  italiana, 

t.  XVI,  part.  I,  p.  237;  181 3. 

5.  Deux  cylindres  sont  liés  Vun  contre  Vautre  par  un 
fil  inextensible .  Déterminer  le  rapport  de  la  tension  du 
fil  à  la  réaction  mutuelle  des  deux  cylindres. 

Considérons  la  section  faite  parle  plan  qui  contient  le 
fil  et  qui  est  perpendiculaire  aux  cylindr-es. 

Soient  ia  l'angle  au  centre  sous-tendu  par  l'arc  que 
le  fil  recouvre  sur  le  plus  petit  des  cercles  de  section,  /'  et 
/■'  les  rayons  de  ces  deux  cercles,  T  la  tension  du  fil,  et  R 
la  réaction  mutuelle  des  deux  cylindres. 

Si  nous  projetons  sur  la  ligne  des  centres  les  forces  qui 
sollicitent  l'un  des  cylindres,  il  vient 

f»  a. 
R  =:  T     /         cosa^a  =  2T  sina; 


d'ailleurs,  si  l'on  suppose  r~^  /•',  la  Géométrie  nous  donne 

—  /•'  .  s/(/--+-  r'f—  (r—  r'Y         2  s/'r 


'  rr 


ces  a 


r-K  r' 
par  conséquent, 


T 


R    4  y/; 


6.  Deux  fils  inextensibles  sont  attachés  en  un  même 
point  fixe-,  Vun  supporte  ujie  sphère^  Vautre  soutiejit 
un  poids  qui  pend  au-dessous   de  la  sphère  sans   la 
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Loucher.  Déterminer  V angle  que  le  premier  fd fait  avec 
la  verticale. 

Soient  P  le  poids  que  soutient  le  second  fil,  Q  —  P  le 
poids  de  la  sphère,  a  le  rayon  de  la  sphère,  et  h  la  dis- 
tance du  centre  au  point  de  suspension. 

(P« 

7.  Une  tige  rigide  et  sans  poids  ACB  est  liée  à  deux 
points  fixes  A,  C,  -et  porte  un  poids  P  à  son  extré- 
mité B.  Déterminer  les  pressions  exercées  sur  les  deux 
points  fixes. 

Soient  a  la  longueur  de  la  barre,  a  son  inclinaison  sur 

la  verticale,  h  la  distance  AG  des  deux  points  d'attache, 

F  et  G  les  pressions  parallèles  à  la  barre  qui  sont  exercées 

sur  les  points  A  et  G,  R  et  S  les  pressions  perpendiculaires 

à  la  barre  qui  sont  exercées  sur  les  mêmes  points. 

On  trouve 

FH-G  =  Pcosa, 

„        a       .  a  —  b       . 

S  =  -7  P  sin  a,      R  =  — - —  P  sm  a. 
b  b 

L'une  des  pressions  F,  G  est  arbitraire. 

8.  TJn  cylindre  creux  y  très-mince^  de  rajon  r',  ouvsrt 
à  ses  deux  extrémités,  est  posé  debout  sur  un  plan  hori- 
zontal. On  place  dans  l'intérieur  deux  sphères  égales, 
dont  on  connaît  le  poids  P,  et  le  rayon  r  plus  grand 

r> 
que  —  •  Quel  doit  être  au  inoins  le  poids  du  cylindre  pour 

que  celui-ci  reste  debout  après  V introduction  des  sphères? 
Le  poids  du  cylindre  doit  être  égal  ou  supérieur  à 

2P  1  I 


9.   Deux  sphèi^es  inégales  sont  suspendues  aux  deux 
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extrémités  d'un  fil  très-mince,  engagé  dans  un  petit 
anneau.  On  conçoit  que  les  deux  sphères  puissent  être 
en  équilibre,  si  elles  se  touchent,  et  que  le  centre  de  la 
plus  légère  soit  plus  bas  que  celui  de  la  plus  pesante. 
Prouver  que  dans  cet  état  d^ équilibre  les  distances  des 
centres  des  sphères  à  Vanneau  de  suspension  sont  en 
liaison  irn^erse  des  poids  de  celles-ci.  On  néglige  le  poids 
du  fil,  son  frottement  sur  V  anneau,  et  le  frottement  des 
sphères  entre  elles. 

SECTION  IL 

ÉQUILIBRE    AVEC    FROTTEMENT. 

1.  On  place  une  sphère  pesante  et  homogène  dans 
r intérieur  d\in  angle  dièdre,  dont  V arête  est  horizon- 
tale, et  qui  est  formé  par  deux  lames  égales  et  rectan- 
gulaires, libres  de  tourner  autour  de  V arête  commune. 
Les  bords  extrêmes  des  deux  lames  sont  réunis  par  un 
fil  dont  07i  augmente  graduellement  la  tension.  Déter- 
miner la  'valeur  qua  cette  tension  lorsque  la  sphère  com- 
mence à  prendre  un  mouvement  ascendant. 

Admettons,  pour  plus  de  simplicité^,  que  les  deux 
lames  soient  homogènes  -,  nommons  Q  le  poids  de  cliacune 
d'elles,  la.  leur  inclinaison  mutuelle,  ia  la  longueur  de 
leurs  côtés  inclinés,  R,  R'  et  F,  F'  les  pressions  normales 
et  les  frottements  qu'elles  exercent  sur  la  sphère,  [i,  p.' 
les  coefficients  de  frottement,  P  le  poids  de  la  sphère,  r 
son  rayon,  et  T  la  tension  du  fil. 

Lorsque  le  système  est  en  équilibre,  son  centre  de  gra- 
vité est  situé  dans  le  plan  vertical  qui  contient  Farete 
fixe-,  d'où  il  suit  que  les  deux  lames  font  des  angles  égaux 
avec  l'horizon.  De  plus,  la  symétrie  du  système  montre 

que  l'on  a 

R'  =  R     et     F'  =  F. 
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Ceci  posé,  projetons  sur  la  verticale  les  forces  qui  sol- 
licitent la  sphère,  et  prenons  autour  de  l'arête  fixe  les 
moments  des  forces  qui  sollicitent  la  première  lame.  Il 

vient 

2  F  ces  a  -+-  P  =  2Rsina, 

Rrcota  +  QasinK=2T«  ces  a . 

La  sphère  ne  peut  prendre  un  mouvem.ent  ascendant  sans 
glisser  sur  l'une  des  lames;  par  conséquent,  elle  commen- 
cera à  monter  lorsque  le  frottement  F  sera  devenu  égal  à 
la  plus  petite  des  quantités  p.R,  p/R',  Supposons  que  [j. 
soit  inférieur  à  p/  -,  alors  la  sphère  commencera  par  glisser 
sur  la  première  lame,  à  laquelle  se  rapporte  le  coeffi- 
cient p.,  et  elle  roulera  sur  l'autre  face  du  dièdre.  A  cet 
instant  on  aura,  d'après  les  équations  précédentes, 

P 


2  (sma  —  /y-  cosaj 

Vr  I 

Qtanga, 


4«:sina(sin«  —  (xcosa)        2 
ou,  si  l'on  pose  p.  =  tange  , 

P  cosï  „  Preoss  I  ^ 

R=:— r— :,        T^j : ^. ^.+-QUnga. 

2sm(a  —  £j  l[.a  su\xs\n[cc  —  s)        2 

2.  Deux  roues  égales  O,  O',  situées  dans  un  même 
plan  "Vertical,  sont  posées  sur  un  plan  incliné^  leurs 
axes  sont  réunis  par  une  barre  homogène,  qui  porte  en 
son  milieu  un  poids  Q  5  V une  des  roues  O  est  enrayée^ 
Vautre  est  libre.  Quelle  est  la  plus  grande  inclinaison 
du  plan  qui  soit  compatible  avec  V  équilibre  du  chariot? 

Soient  rie  rayon  des  roues,  P  leur  poids,  aa  la  lon- 
gueur de  la  barre  qui  unit  les  axes,  q  le  poids  de  cette 
barre,  X  et  Y  les  composantes  de  la  réaction  de  la  roue 
libre  sur  la  barre  estimées  suivant  une  parallèle  et  suivant 
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une  perpendiculaire  au  plan  incliné,  E.  et  R'  les  réac- 
tions normales  du  plan  sur  les  deux  roues  O  et  O',  <p  1  in- 
clinaison du  plan,  (j.  le  coefficient  de  frottement  entre  le 
plan  et  la  roue  O  . 

Considérons  l'ensemble  de  la  barre  et  de  la  roue  en- 
rayée, comme  ne  formant  qu'un  seul  corps  •,  et  supposons 
que  ce  corps  soit  sur  le  point  de  glisser.  Si  nous  proje- 
tons les  forces  qui  le  sollicitent,  d'abord  sur  une  perpen- 
diculaire au  plan  incliné,  puis  sur  une  parallèle,  et  que 
nous  prenions  leurs  moments  par  rapport  à  l'axe  de  la 
roue,  il  vient 

R  +  Y  =  (P  +  Q  +  <7)coscp, 
-fAR— X  =  (P-^  Q  +  -7)sin(f, 
(xRrH-2aY  =  (Q-l-^)  acoso. 

Prenons  maintenant  les  moments  des  forces  qui  solli- 
citent la  roue  libre,  par  rapport  à  son  point  de  contact 
avec  le  plan ,  Nous  trouvons 

X/-  :=  P/"sincp. 

L'élimination  des  quantités  X,  Y,  R,  entre  les  quatre 
équations  qui  précèdent,  nous  donne  la  tangente  de  l'in- 
clinaison cliercbée 

tangcp 


2a 


3.  Deux  harres  égales  AC,  BC  sont  réunies  en  C  par 
une  charnière  sans  frottement,,  et  leurs  extrémités  infé- 
rieures reposent  sur  un  plan  horizontal.  On  connaît 
par  observation  la  plus  grande  valeur  (3  de  V angle  ACB 
qui  soit  compatible  avec  V  équilibre.,  et  Von  'veut  avoir 
le  coefficient  de  frottement  entre  les  extrémités  injé- 
rieures  et  le  plan . 

Ce  coefficient  de  frottement  est  égal  à  -  tang  -• 
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4.  L' ar causeur- cale ,  imaginé  par  M.  Blotin  pour 
empêcher  le  recul  des  voitures,  se  compose  d'une  tige  en 
fer  OM  mobile  autour  d'un  are  horizontal  O,  qui  est 
solidement  implanté  dans  le  châssis  de  la  ^voiture,  au- 
dessus  de  la  roue.  V extrémité  M  de  la  tige  est  pliée 
horizontalement  en  forme  de  crochet. 

Quand  on  'veut  se  servir  de  cet  appareil,  on  laisse 
tomber  la  tige  en  arnere  de  la  roue^  le  crochet  s  arrête 
contre  la  jante  un  peu  plus  bas  que  V essieu,  et  la  presse 
par  V effet  de  la  pesanteur,  à  la  manière  d'un  léger 
frein . 

^  quelle  condition  doit  satisfaire  cet  appareil  pour 
que  le  frottement  du  crochet  sur  la  jante  s'' oppose  à 
tout  moui^ement  rétrograde  de  la  roue? 

Soient  C  le  centre  de  la  roue,  OA  une  perpendiculaire 
à  MC,  p.  le  coefficient  de  frottement 
au  départ  entre  la  roue  et  le  crocbet, 
R  la  pression  normale  de  la  roue  sur 
le  crochet. 

Supposons  la  roue  immobile,  et 
imaginons  qu'on  exerce  sur  elle  un 
effort  tendant  à  la  faire  rétrograder 
dans  le  sens  de  la  flèche.  La  tige  reste 
en  équilibre  sous  l'action  de  son  poids,  de  la  pression  R 
dirigée  dans  le  sens  du  rayon  CM,  et  d'une  résistance  au 
frottement  dirigée  suivant  la  tangente  au  cercle  dans  la 
direction  MF. 

Nous  représenterons  par  Pa  le  moment  du  poids  de  la 
tige  relatif  à  l'axe  O,  et  par  jui'R  la  résistance  au  frotte- 
ment, p.'  sera  une  quantité  positive,  croissant  avec  l'ef- 
fort exercé,  toujours  inférieure  ou  égale  à  fz. 
L'équation  des  moments  relatifs  au  point  O  est 

Pfl  +  p/R.MÂ  — R.ÔÂ  =  o. 


On  en  tire 
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R  =  =r- 


OA  —  p.'  MA 


D'après  cette  formule  on  voit  que  la  pression  R  augmente 
en  même  temps  que  [x'  avec  l'effort  exercé  pour  impri- 
mer à  la  roue  un  mouvement  rétrograde,  et  devient 
infinie  quand 


K  = 


OA 
MA 


Il  s'ensuit  que  dans  le  cas  où  [x  est  égal  ou  supérieur  à 

OA  ,  ,-,..,, 

— —  le  mouvement  retroeraae  est  impossible. 
MA  o  f 

La  condition  cbercliée  est  donc  que  l'angle  de  frotte- 
ment arctangi:/  soit  inférieur  à  l'angle  aigu  que  la  tige 
fait  avec  le  rayon  de  la  roue  mené  au  point  de  contact. 
Il  est  aisé  de  voir  que  l'appareil  n'oppose  à  la  marche 
de  la  roue  en  avant  qu'un  léger  frottement  dont  la  valeur 
est 

OA  +  nMA. 

5.  O  et  O'  sont  deux  roues  dentées  formant  un  en- 
grenage^ les  dents  en  prise  sont  MN  et  MN'.  Les  cir- 
Fig.  19.  conférences  primitives ,    dont 

les  centres  sont  O  et  O',  se 
touchent  au  point  A.  La  pre- 
mière roue  conduit  la  se- 
conde. 

Il  s^agit  de  démontrer  que, 
quel  que  soit  V effort  exercé 
sur  la  roue  motrice  pour  la 
faire  tourner  dans  le  sens  de  la  flèche,  le  mouvement 
n'aura  lieu  qu'à  la  condition  que  V  angle  de  frottement 
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au  départ  entre  les  deux  roues,  arctang  p.,  soit  plus 
petit  que  l'angle  AMO'. 

Quand  cette  condition  n'est  point  satisfaite,  il  y  a  arc- 
boutement  entre  les  deux  roues. 


SECTION  m. 

ÉQUILIBRE    DES    SYSTÈMES    ARTICULÉS.   POLYGONE 

FUNICULAIRE. 

1.  Plusieurs  tiges  rigides  et  sans  poids  sont  réunies 
bout  à  bout  par  des  charnières ,  de  manière  à  former  un 
polygone  plan  à  angles  'variables.  Chaque  tige  est  sol- 
licitée par  une  force  proportionjielle  à  sa  longueur,  ap- 
pliquée en  son  point  milieu,  et  qui  est  dirigée  suivant  la 
perpendiculaire  menée  dans  le  plan  de  la  figure.  Quelle 
est  la  forme  du  polygone  lorsque  le  système  est  en  équi- 
librée .^ 

Fuss,  Mémoires  de  Saint-Pétersbourg,  1817-1818,  p.  46. 

Soient  A,  B,  C,  D,  'etc.,  les  sommets  du  polygone; 
Fig.  20.  p,  q,  r,  etc.,  les  réactions  mutuelles 

qui  ont  lieu  entre  les  côtés  qui  abou- 
tissent aux  sommets  A,  B,  C,  etc.; 
Aa,  aB(3,  iSCy  les  droites  suivant 
lesquelles  sont  dirigées  ces  i^éactions; 
P,  Q,  R,  etc.,  les  forces  appliquées 
aux  côtés  AB,  BC,  CD,  etc. 

La  tige  BC  étant  en  équilibre  sous 
Faction  de  la  force  Q  et  des  réactions 
\     /"^R      q  el  r  dirigées  suivant  Bj3  et  CjS,  il 
\\A  s'ensuit  que  ces  trois  forces  se  ren- 

\    \\  contrent  en  un  même  point,  que  le 

V'  triangle  Bj3C  est  isocèle,  et  que  les 

réactions  q  et  r  sont  égales. 
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De  plus,  la  réaction  ^,  estimée  en  sens  contraire  de  la 
force  Q,  est  égale  à  la  moitié  de  cette  dernière  force,  c'est- 
à-dire  que  l'on  a 


de  même. 


et,  par  suite, 


^sinCBp  =  -Q; 


p  sin  AB  a  =  —  P . 


sinCBp  _BC 


sinAEa        BA 
Dans  le  triangle  ABC  on  a  pareillement 
sinCAB       BC 


smACB       BA' 

d'ailleurs, 

CBp4- ABa  =  CAB4- ACB; 

par  conséquent, 

CBp  =  CAB     et     ABar=ACB. 

Faisons  passer  une  circonférence  par  les  points  A,  B,  C. 
D'après  la  relation  que  nous  venons  de  trouver,  elle  est 
tangente  à  la  droite  aj3.  Puisque  les  triangles  AaB  et 
B/3C  sont  isocèles,  elle  est  aussi  tangente  aux  droites  Ko. 
et  j3C.  Celte  même  circonférence  passe  par  les  autres 
sommets  du  polygone  et  est  tangente  aux  droites  suivant 
lesquelles  s'exerce  la  pression  à  ces  sommets  5  car  si  nous 
faisons  passer  une  circonférence  par  les  sommets  B,  C,  D, 
elle  aura  avec  la  première  circonférence  deux  tangentes 
communes  aux  deux  mêmes  points  B,  C ,  et  par  conséquent 
se  confondra  avec  elle. 

D'après  cela,  quand  l'équilibre  a  lieu,  le  polygone  est 
inscripiibîe,  les  pressions  mutuelles  des  liges  aux  articu- 
lations sont  dirigées  suivant  les  tangentes  au  cercle  cir- 
conscrit, elles  sont  égales  entre  elles;  le  rapport  de  la 
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force  Q  appliquée  au  côté  BC,  à  la  pression  q  qui  s'exerce 
entre  deux  tiges,  est  égal  à  2  sinCAB,  est  égal  au  rapport 
du  côté  BC  au  rayon  du  cercle  circonscrit. 

2.   Un  quadrilatère  ABCD  est  formé  par  quatre  tiges 
F'ig-  21.  rigides  et  sans  poids,  qui  peuvent 

tourner  librement  autour  des  som- 
mets comme  charnières  ;  deux  Jils, 
AC,  BD,  dont  on  connaît  les  ten- 
sions T,  S,  joignent  les  sommets 
'•B  opposés.  On  demande  la  condition 
géométrique  que  le  quadnlatère 
doit  vérifier  pour  que  V équilibre  ait  lieu, 

EuLER,  Acta  Acad.  Petrop.,  1779;  part.  11,  p.  106. 

Soient  O  l'intersection  des  deux  diagonales,  et  N  la 
réaction  mutuelle  qui  a  lieu  entre  les  points  A,  D  par 
l'intermédiaire  de  la  tige. 

Prenons  autour  du  sommet  B  les  moments  des  forces 
qui  sollicitent  la  tige  AB.  Il  vient 

N.BDsin(ADBj  =  T.BOsin(BOC). 
On  aura  de  même,  pour  le  sommet  C  et  la  tige  CD, 

N.ACsin(CAD)  =  S.COsin(BOC), 


d'où 


T.BO  _BD.sin(ADB)_BD.sin(ADO)  _  BD.AO 
^•^^        AC.sin(CAD)       AC.sin(DAO)        ^^'^^ 
ï        BD.AO. GO 


S        AC.DO.BO 


Cette  condition  est  nécessaire  pour  l'équilibre;  de  plus, 
elle  est  suffisante,  car  si  les  côtés  AB  et  DC  ne  tournent 
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pas  autour  des  sommets  A  et  G,  le  quadrilatère  ne  se  dé- 
forme point. 

3.  JJn  quadrilatère  ABCD  est  formé  par  quatre  tiges 
rigides  et  sans  poids^  qui  peu- 
vent tourner  librement  autour 
des  sommets  comme  charnières  -^ 
les  tiges  contiguës  sont  réunies 
deux  à  deux  par  des  fds  aa.^ 
Z'/S,  cy,  d^^  dont  on  connaît  les 
tensions  A,  B,  C,  D.  Quelle  est 
la  condition  géométrique  que  le  quadrilatère  doit  véri- 
fier pour  être  en  équilibre  ? 

La  force  A,  qui  est  appliquée  au  point  a,  peut  se  dé- 
composer en  deux  forces  parallèles  :  l'une  appliquée  en  A 
et  l'autre  B'  appliquée  en  B.  Cette  dernière  est  égale  à 

—  Afl 

âb' 

Elle  peut  à  son  tour  se  décomposer,  d'après  la  loi  du 
parallélogramme,  en  deux  forces  :  l'une  dirigée  suivant  BA 
et  appliquée  en  A,  l'autre  B"  dirigée  suivant  la  diago- 
nale BD.  Cette  dernière  est  égale  à 


B' 


sin  Aaa 


sinABD 
Or  les  triangles  Kacc  et  ABD  nous  donnent 


sînAflfa        A  a 


sinA 


smA 


BD 


sinABD       AD 


Il  s'ensuit 


^„       -  A(3. Aa.BD 

B"  =  A 

AB.aa.AD 


128  MÉCANIQUE    RATIONNELLE. 

Décomposons  de  la  même  manière  la  force  A,  qui  est 
appliquée  au  point  a,  en  deux  forces  appliquées  en  A  et 
une  force  D"  appliquée  en  D,  dirigée  suivant  DB. 

La  somme  des  moments  des  deux  forces  A  égales  et 
contraires  appliquées  aux  points  a  et  a,  étant  nulle  par 
rapport  à  tout  point  de  l'espace ,  il  en  résulte  que  les  com- 
posantes B"  etD"  sont  égales  et  contraires  ('*'),  et  que  les 
quatre  composantes  appliquées  au  point  A  se  font  équi- 
libre. 

On  voit  donc  que  nous  pouvons  remplacer  le  fil  ace  par 
un  fil  dirigé  suivant  la  diagonale  BJ),  et  dont  la  tension 
sera 

—  Aa.A«.BD 

A 

aa.DA.BA 

Nous  remplacerons  pareillement  le  fil  cy  par  un  fil 
dirigé  suivant  la  même  diagonale  BD,  et  dont  la  tension 
sera 

-C7.Cc.DB 
c7.BC.DG* 

Les  deux  fils  aca,  cy  se  trouvent  alors  remplacés  par  uii 
seul  fil  dirigé  suivant  la  diagonale  BD,  et  dont  la  tension 
est  égale  à  la  somme 

—  Aa.Afl.BD       -C7.CC  DB 

A H-  C  — 

aa.DA.BA  c-7.BC.DC 

Aux  deux  fils  ^|3,(^cJ,  nous  substituons  de  même  un  seul 
fil  dirigé  suivant  la  diagonale  AC,  et  dont  la  tension  est 
égale  à  la  somme 

-BS.Bô.CA       — D^.Dff.AC 
ôp.AB.CB  ^(Î.CD.AD 


(*)  On  reconnaît,  en  effet,  que  la  valeur  de  B"  ne  change  pas  par  la 
permutation  de  B  en  D  et  de  a  en  «. 
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Nous  rentrons  ainsi  dans  le  problème  précédent,  et, 
d'après  ce  problème,  la  relation  cherchée  est 

OB.OD /B.Bp.B^-         D.BS.Bd 


BD 
OA.OC 

AC' 


ôp.AB.CB        ^^.CD.AD 

Â.Aa.Aa         C.  C7  .  Ce 
r/a.DA.BA'^6'7.BG.DC 


EuLER,  j^cfa  Acad.  Petrop.,  1779;  part.  11,  p.  106. 

4.  Quatre  barres  égales  et  homogènes  AB,  BC,  CD, 
DE,  réunies  bout  à  bout  par  des 
charnières  B,  C,  D,  sont  en  équi- 
libre dans  un  plan  vertical-  les 
extrémités  A,  E  sont  engagées 
dans  deux  charnières  situées  sur 
E  une  même  horizontale j  on  con- 
naît la  distance  AE,  ainsi  que  la  hauteur  du  sommet  D 
au-dessus  de  Vhorizontale  AE.  Déterminer  les  condi- 
tions d^  équilibre. 

Soient  a  et  |3  les  angles  que  forment  avec  l'horizon  les 
deux  barres  inférieures  AB,  ED  et  les  deux  barres  supé- 
rieures BC,  DC. 

La  seule  condition  d'équilibre  est 

tanga  =  3  tangp. 

Du  sommet  C  abaissons  une  perpendiculaire  CF  sur 
l'horizontale  AE.  Soient  CF=^/,  AF  =  EF=&,  et  x,  y 
les  distances  du  sommet  B  aux  deux  droites  CF,  AF.  On 
trouve,  dans  le  cas  d'équilibre. 


26= 


a' 


a?b^ 


b'Y 


26 


I.     2^  ÉDIT. 


a'b^-ha*y 


2.a 
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Ces  dernières  formules  ont  été  données  par  Coupîei  dans 
ses  Recherches  sur  la  construction  des  combles  de  char- 
pente {*)'  -— 

5.  Polygone  funiculaire .  —  Soient  : 
MoMjMa...  M„_i  M„  un  polygone  funiculaire  en  équi- 
libre 5 

Pi,  Po,...,  P„_i  les  forces  appliquées  aux  sommets  Mj, 

Ti,T2,...,T„  les  tensions  des  cordons  MoMi,  MjMa,..., 
M„_iM„. 

On  peut  supposer  le  polygone  solidifié,  et  l'équilibre 
ne  cessera  pas  d'avoir  lieu.  Or  l'équilibre  d^un  corps  so- 
lide exige  que  les  projections  des  forces  sur  une  direction 
quelconque  fassent  une  somme  nulle  5  donc  les  projections 
des  forces  P  et  des  tensions  extrêmes  Tj,  T„  sur  une  di- 
rection quelconque  font  une  somme  nulle.  Par  suite,  si 
l'on  trace,  à  partir  d'un  point  arbitraire,  des  droites  con- 
sécutives parallèles  et  proportionnelles  aux  forces  Ti, 
Pi,  P2,...,  P„_i,  T„,  ces  droites  formeront  un  polygone 
ferçtié. 

Ce  que  nous  disons  pour  le  polygone  funiculaire  entier 
s'applique  à  une  portion  quelconque  de  ce  polygone.  Il  en 
résulte  que  les  diagonales  du  polygone  des  forces  qui 
joignent  le  sommet  (Tj,  T„)  aux  sommets  successifs 
{Pi,  P2),  (P2,  P3),...,  (P„_2,  P»~i),  sont  parallèles  aux  cor- 
dons M1M2,  M2M3,.  .  -,  M„_2M„_i  et  proportionnelles  à 
leurs  tensions  T2,  T3, . .  . ,  T„_i. 

6.  Ponts  suspendus .  —  Appliquons  ce  théorème  au 
polygone  formé  par  chacune  des  chaînes  d'un  pont  sus- 
pendu. Considérons  la  portion  de  la  chaîne  qui  est  com- 

(*)  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  i73i,  p.  6g. 


M  4 
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prise   entre  deux  sommets  M,,,  M„,  situés  à  la  même 
Fig.  24.  tauteur,  mais  d'ailleurs 

quelconques,  et  faisons 
abstraction  du  poids  de 
la  chaîne.  Les  forces  P 
sont  toutes  verticales  ; 
par  suite,  le  polygone 
est  plan  5  ces  forces 
agissent  à  égales  dis- 
tances-, de  plus,  elles  sont  égales  entre  elles,  sinon  le 
tablier  tendrait  à  se  courber. 

D'après  cela,  portons  sur  une  droite  veHicale  MqA„ 
des  longueurs  égales  Mo  A^,  Aj  A2,  eîc,  eji  même  nombre 
que  les  côtés  du  poljgone  considéré  ;  des  extrémités  Mq, 
A„  de  r ensemble  de  ces  longueurs,  menons  deux  paral- 
lèles aux  côtés  extrêmes,  et  joignojis  Fintersection  M^ 
de  ces  deux  lignes  aux  points  de  division  Aj,  A2,  etc. 
Les  lignes  MqMi,  Ai  JMj,  A2M1,  etc.,  seront  parallèles 
aux  chaînons  successifs^  proportionnelles  à  leurs  ten^ 
siens,  et  aussi  proportionnelles  à  leurs  longueurs  i*). 

Quand  on  se  propose  de  construire  un  pont  suspendu, 
on  ne  se  donne  pas  à  pj'iori  l'angle  de  l'un  des  chaînons 
MqMi  avec  la  verticale;  mais  plutôt  on  choisit  convena- 
blement la  hauteur  de  l'extrémité  M^  au-dessus  du  chaî- 
non horizontal  M3M4.  Dans  ce  cas,  pour  trouver  la  direc- 
tion du  chaînon  MoMj,  on  observe  que  ce  chaînon  et 
le  chaînon  horizontal  supportent  en  définitive  la  moitié 
d'une  portion  du  tablier  dont  les  extrémités  dépassent  de 
quantités  égales  les  projections  des  sommets  Mi,  M3  ;  d'où 
il  suit  que  les  directions  M^  M^,  M4M3  doivent  se  couper 
sur  la  verticale  du  centre  de  gravité  de  cette  portion  du 


(*)  Lamé  et  Clapeyuon,  Journal  des  voies  de  communication  ;  Saint-Pé- 
tersbourg, 1827,  n°  6. 
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tablier,  c'est-à-dire  à  égale  distance  des  verticales  des  som- 
mets Ml,  M3.  Dès  lors,  ces  verticales  étant  connues,  on  a 
deux  points  de  la  direction  cherchée  MqMi.  Pour  tracer 
le  polygone,  il  ne  reste  plus  qu'à  placer  bout  à  bout,  à  la 
suite  de  la  ligne  M^Mi,  des  droites  égales  et  parallèles  aux 
obliques  AjMi,  AgMi,  etc. 

Soient  a  la  longueur  d'un  chaînon  en  projection  hori- 
zontale, h  la  longueur  M^  Aj  ou  la  différence  entre  les  pro- 
jections verticales  de  deux  chaînons  consécutifs,  et  O  le 
milieu  du  chaînon  horizontal.  Prenons  la  verticale  OX 
pour  axe  des  x  et  l'horizontale  0A„  pour  axe  des  j^. 

Les  coordonnées  du  point  M3  sont 

a 

.r  =  o,    j  =z  -  ; 

celles  du  point  Ma  sont 

.rrzr  ô,     r  =  — \-  a; 
celles  du  point  Mj, 

celles  du  point  M,,, 

et  généralement  celles  du  n'^'"*  sommet  à  partir  du  chaî- 
non horizontal  sont 

a7  =  [i +  2  + 3 +-..+  («  — i)]^,    j= «. 

Éliminant  n  entre  ces  deux  équations,  il  vient 

C'est  l'équation  d'une  parabole. 
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Les  sommets  du  polygone  formé  par  les  chaînes  sont 
donc  sur  une  même  parabole  dont  l'axe  est  vertical  et 

dont  le  paramètre  est  égal  à  y 

On  peut  observer  que  tous  les  chaînons  sont  tangents 
en  leur  point  milieu  à  une  même  parabole  égale  à  la  pre- 
mière. [Foirchap.  V,  sect.  ii,  prob.  10.) 

7.  Quatre  barres  AB,  BC,  CBi,  BjAj  sont  articulées 
entre  elles  aux  points  B,  C,  Bj  situés  dans  le  plan  ver- 
tical de  la  figure.  De 
plus,  elles  sont  reliées 
par  les  tirants  AC,  BBi , 
CAj  5  et  tout  le  système 
repose  par  les  extrémi- 
tés A,  Aj  sur  un  plan 
horizontal.  Les  pièces 
AB  et  BC  ont  respectivement  les  poids  P  ef  Q  égale- 
ment répartis  sur  leur  longueur  ;  tout  est  symétrique  de 
part  et  d'autre  de  la  'verticale  CD;  on  néglige  le  poids 
des  tirants. 

Calculer  les  tensions  m,  n  des  tirants  AC,  BBj  et  les 
pressions  p  et  q  qui  s  exercent  aux  articulations  B  et  C. 

Soit  BG  une  perpendiculaire  sur  AC,  et  x  l'inclinaison 
de  la  pression  p  sur  Thorizontale. 
On  trouve 


(P+  ^Q)  AF 


2/72BG  +  Q.FD 


2BG 


AD 


p  ces  X  =:  m  ——  1     />  sin  j:  =  Q  H-  m 


2CE 
CD 
AC 


8.  Une  tige  horizontale  ADB  porte  un  poids  Q  à  soji 
extrémité  B,  et  est  soutenue  par  une  seconde  tige  CD; 
les  extrémités  A  ei  C  sonlfi,xées  sur  une  même  verticale. 
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et  sont  munies  de  charnières ,  ainsi  que  le  point  de  jonc- 
tion D.  Déterminer  la  pression  exercée  à  l'extrémité  G 
de  la  seconde  tige.  On  négligera  le  poids  des  deux  tiges. 

Soient  H  la  composante  horizontale  de  la  pression  clier- 
cliée,  et  V  la  composante  verticale. 

On  trouve 

^AG  ^AD 

et,  par  conséquent,  la  pression  totale  est 

q.Ab/'^  +  = 
\AG  AD 

9.  Deux  barres  égales  et  homogènes  sont  réunies  par 
une  charnière  j  on  place  le  système  sur  un  cjlindre  hori- 
zontalj  de  telle  sorte  que  les  deux  barres  forment  un 
angle  circonscrit  à  la  section  droite  du  cjlindre.  Quel 
est  r angle  des  deux  bandes  dans  la  position  d^ équilibre? 

Soient  2 a  la  longueur  de  chaque  barre,  /'  le  rayon  du 
cylindre,  et  2  0  l'angle  des  deux  barres. 
L'angle  Q  est  déterminé  par  l'équation 

/•cosô  =  «  sin'9. 

10.  Un  quadrilatère ,  formé  de  quatre  tiges  assemblées 
à  leurs  extrémités  par  des  charnières ,  doit  avoir  deux 
côtés  parallèles,  si  Von  'veut  quil  ne  se  déforme  pas 
quand  on  tend  des  fils  entre  les  milieux  des  côtés 
opposés. 
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CHAPITRE  V. 

ÉQUILIBRE  D'UN  FIL  FLEXIBLE. 


Galilée  (*)  chercha  le  premier  à  déLerminer  la  forme 
qu'affecte  un  fil  flexible  et  pesant,  lorsqu'il  est  soutenu  par 
ses  extrém.ités.  Il  crut  pouvoir  annoncer  que  la  courbe  est 
une  parabole;  c'est  qu'en  effet,  dans  le  voisinage  du  point 
le  plus  bas,  la  courbure  du  fil  ressemble  à  celle  d'une  pa- 
rabole. La  méprise  de  Galilée  ne  tarda  pas  à  être  signalée. 
Joacbim  Jungius  [**)  fit  d'abord  des  expériences  qui  mi- 
rent en  relief  l'erreur  du  célèbre  physicien;  puis  Jacques 
Bernoulli  (***)  traita  la  question  par  l'analyse  avec  un 
entier  succès.  Ce  dernier  porta  le  défi  aux  géomètres  de  son 
temps  de  résoudre  le  problème  de  la  chaînette^  c'est  ainsi 
qu'il  nommait  la  courbe  décrite  par  le  fil.  Trois  des  con- 
currents trouvèrent  la  solution  :  ce  furent  Jean  Bernoulli, 
Leibnitz  et  Huyghens  ;  Jacques  Bernoulli  prouva  de  son 
côté  qu'il  avait  lui-même  résolu  la  question.  Ces  solu- 
tions furent  données  sans  calculs  dans  les  Acta  eradito- 
/•U7n  pour  l'année  1691  (juin,  p.  2^3-282).  La  première 
démonstration  ne  parut  que  six  ans  plus  tard  dans  les 
Philosophical  Transactions;  elle  est  de  David  Gregory. 

Après  avoir  discuté  la  forme  de  la  chaînette  décrite  par 
un  fil  homogène  et  d'épaisseur  constante,  Jacques  Ber- 
noulli (*■*'■''*)  dirigea  ses  efforts  sur  des  cas  plus  compli- 


ce) Mechanica,  dialogo  II,  p.  jji,  , 

(**)  Geonieirica  enipirica. 

(***)  Acta  eruditorum ;  Lips.,  1690;  mai,  p.  217.  —  Opéra,  t.  I,  p.  424- 

C****)  Acta  eruditorum,  Lips.,  i6gi  ;  juin,  p.  28g.  —  Opéra,  t.  I,  p.  449» 
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qués.  Il  se  donna  à  volonté  la  loi  suivant  laquelle  varie  l'é- 
paisseur d'un  fil,  et  détermina  la  courbe  décrite  par  ce  fil  ; 
réciproquement,  il  se  donna  la  courLe,  et  chercha  la  loi 
suivant  laquelle  varie  l'épaisseur;  puis  il  considéra  un  fil 
pesant  et  extensible,  en  admettant  la  loi  expérimentale 
de  Hooke  (*),  savoir,  que  la  dilatation  linéaire  d'un  fil  est 
proportionnelle  à  sa  tension.  Toutefois  Jacques  Bernoulli 
ne  publia  pas  les  démonstrations  des  résultats  auxquels  il 
parvint;  son  frère  Jean  (**)  dut  y  suppléer. 

Quant  aux  conditions  générales  de  l'équilibre  d'un  fil 
flexible,  Herman  (■'''*'■'')  fut  le  premier  à  s'en  occuper; 
mais  ses  travaux  ne  sont  point  exempts  d'erreurs.  Plus 
tard,  Jean  Bernoulli  (■''■*'**)  traita  celte  question  avec  sa 
supériorité  habituelle;  il  s'attacha  principalement  à  con- 
sidérer un  fil  soumis  à  des  forces  qui  sont  dirigées  vers  un 
centre  fixe. 

SECTION  I. 

CONDITIONS  GÉNÉRALES   DE  l'ÉQUILIBRE   d'uN    FIL    FLEXIBLE 
ET  INEXTENSIBLE. 

Soient  AP/?B  un  fil  parfaitement  flexible,  a%  y,  z  les 
coordonnées  du  point  P,  x  -\-  àx^  j  +  §y,  z  -h  àz  \es 
coordonnées  du  point  infiniment  rapproché  p,  s  la  lon- 
gueur du  fil  AP  comptée  à  partir  d'un  point  fixe  A,  ds  la 
longueur  de  l'élément  Pp. 

Concevons  que  l'on  isole  l'élément  Pp,  en  supprimant 
les  portions  de  fil  AP,  Bp.  Alors,  pour  maintenir  l'élé- 
ment Pyy  en  équilibre,  il  faudra  appliquer  en  P  une  force 


(*)  De  polcntia  restitutiva. 

("*)  Lecliones  mathemat.  in  usum  Hospitalii.  Opéra,  t.  III,  lect.  xxxviii, 

XXXIX,  XL,  XLI. 

C^**)  Phoronomia,  lib.  I,  cap.  m,  et  Appendice,  §  V. 
(*"«*)  Opéra,  t.  IV,  p.  234. 
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que  nous  désignerons  par  t,  et  en  p  une  force  représentée 
par  t  -+-  d  t.  Ces  forces  sont  les  tensions  du  fil  aux  points 
considérés. 

La  première  tension  a  pour  composantes  suivant  les 

axes 

dx  dy  dz 

ds  ds  ds 

et  les  composantes  de  la  seconde  sont 

dx        d.  (    dx\   ^  dr        d.  [    dyX   ^ 


ds         ds  \    ds  I  ds         ds  \    ds 

dz        d.  f    dz^,   ^ 

t-T    ^   -^        t—]    SS. 


ds         ds  \     ds 

Soient  X,  Y,  Z  les  composantes  parallèles  aux  axes  de 
la  force  rapportée  à  l'unité  de  masse,  qui  est  directement 
appliquée  à  la  molécule  P.  Nommons  m  la  masse  du  fil  au 
point  P  rapportée  à  l'unité  de  longueur,  ou,  ce  qui  est  la 
même  chose,  le  produit  de  la  section  du  fil  en  P  par  la 
densité  qui  existe  en  ce  point. 

Les  composantes  des  forces  directement  appliquées  à 
Pélément  Vp  seront 

"S-rnSs,     YmSs,     Zm3s. 

Dès  lors  nous  aurons  trois  équations  d'équilibre,  si  nous 
écrivons  que  la  somme  des  projections  sur  chaque  axe  de 
toutes  les  forces  qui  sollicitent  l'élément  P^  est  nulle.  11 
vient 


d.   (     dx 

—  [t  — 

ds  \    ds 


-I-  ffîX  =  o, 
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Si  l'on  élimine  f,  ou  trouve 

dx  \  inY ds  ^^  dj  j  m'S.ds, 

dy  \  mTjds  ^  dz   \  mYds, 

dz    I  rn^ds  z=z  d.c   j  mZds. 

Deux  quelconques  de  ces  dernières  équations  représentent 
la  courbe  décrite  par  le  fil. 

Corollaire  I.  —  Intégrons  les  équations  [a)  par  rap- 
port à  5,  et  ajoutons  les  carrés  des  résultats,  en  ayant 
égard  à  la  relation 

<f.r^         dj-         dz- 

(^)  'd^-^d?^!?^''^ 

nous  trouvons 

t-=z(    I   mXds  1    -f- 


(    jmXdsy-h  (  jmYdsy^  (    f mZdsX . 

Cette  formule  nous  fait  connaître  la  tension. 

On  peut  encore  obtenir  la  tension  sous  une  autre  forme. 
En  effet,  multiplions  les  équations  [a)  respectivement  par 
dx^  dy,  dz^  et  ajoutons  les  produits,  en  observant  que 
l'équation  [h)  nous  donne  par  différentiation 

d.T  d^  X        dy  d^y        dz  d^  z 
ds    ds'^  ds    ds^         ds   ds^ 

il  vient 

t=z —    I  m['^dx -^  Y  dy -[-Z  dz)^  const. 

Ces  deux  formules  ont  été  données  pour  la  première  fois 
par  Fuss  dans  les  Mémoires  de  Saint-Pétersbourg  (1794» 
p.  i5o,  i5i). 

Corollaire  II.  —  Quand  le  fil  entier  sera  situé  dans  un 
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même  plan,  nous  prendrons  ce  plan  pour  celui  des  xj, 
et  la  courbe  sera  représentée  par  la  seule  équation 

dx    j  mY  ds  =  dy    j   rn'Kds. 

SECTION  II. 

FIL    SOLLICITÉ    PAR.    DES    FORCES    PARALLÈLES. 

1 .  Un  fil  flexible  et  pesant  est  attaché  par  ses  extré- 
mités en  deux  points  fixes  j  la  masse  m  rapportée  à 
r unité  de  longueur  varie  d'un  point  à  un  autre,  suivant 
une  loi  donnée.  Trouver  V équation  de  la  courbe  formée 
par  le  fil.  Réciproquement,  la  courbe  étant  donnée, 
déterminer  la  loi  suivant  laquelle  varie  la  masse. 

Le  fil  sera  tout  entier  situé  dans  un  plan  vertical. 

Prenons  l'axe  des  x  horizontal,  et  l'axe  des  y  vertical 
dirigé  de  bas  en  haut  5  conservons  pour  le  reste  la  nota- 
tion employée  dans  la  section  précédente. 

Ici 

X^o,     Y  =  -g, 

et  les  équations  (a)  se  réduisent  aux  suivantes  : 

d  I  dx\  _ 

ds  \    ds  j 

.  .  d  (   dy 

(^)  ds\!~ds 

La  première  équation  donne 

(2)  f-|- =  const.  =  C. 

ds 

Or,  au  point  le  plus  bas  de  la  courbe,  on  a  — -  =  i  ;  par 
conséquent,  si  l'on  nomme  t  la  tension  du  fil  en  ce  point, 

C  =  T, 
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et  l'équation  (a)  devient 

Éliminons    t   entre   cette   dernière   formule   et    Téqua- 
tion  (i);  nous  obtenons 

ds 

dy 


ds  \dx 


/' 


Au  point  le  plus  bas  de  la  courbe,  -~-  =  o-^  par  consé- 
quent, si  l'on  nomme  a  la  valeur  de  s  correspondante  à 
ce  point,  on  aura 


Telle  est  l'équation  différentielle  de  la  courbe.  Pour  l'in- 
tégrer, il  faut  connaître  l'expression  de  ni  en  a:,  y,  s. 
Diflerentions  cette  dernière  formule*,  il  vient 

d-y 

(4)  m  =  -~. 

d.x 

Cette  équation  fera  connaître  la  masse  ni^  lorsqu'on  aura 
l'équation  de  la  courbe. 

La  tension  est 

ds 

t=zr 

dx 

Jean  Bernoulli,  Lecdones  malhematicœ , 
lect.  38,  39,  4oj  Opéra,  t.  III. 

2.   Un  Jîl  flexible  et  pesant  est  attaché  par  ses  extré- 
mités en  deux  points  fixes;  la  niasse  rapportée  à  Vunité 
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de  longueur  est  en  chaque  point  im'erseinent  propor- 
tionnelle à  la  racine  carrée  de  l'arc  qui  sépare  ce  point 
du  point  le  plus  has.  Déterminer  la  courbe  formée  par 
le  fil. 

Conservons  la  notation  du  problème  précédent,  et 
comptons  les  arcs  à  partir  du  point  le  plus  bas,  lequel 
sera  pris  pour  origine  des  coordonnées. 

Soit//,  la  masse  correspondante  à  Textrémité  de  Tare  c. 
On  a 


m  - 

=.Yr 

dx 

--gi>.sjc 

j  \'s 

g  IL  \/ es 

sons, 

pour 

abrég< 

3r, 

T 

\jC               1 

Alo 


rs 


r/x"  V  P'        \^^)    ~  P' 


dififérentiant, 


V 


d.    (dy-y  __  ds  _      I  dy' 

^  Ibc  \7h:l    "~  ^  ~  V    '  "^  ^^' 

idyV  

\d-r-l  „    ,  ,      /  dy^ 

Ù=L=  =  \,     d'où     2Sl/n-^=x 


d.   (dyy 
dx 


C. 


dy 

'  +  /■ 
dx 


C  est  une  constante  que  l'on  détermine  par  la  condition 
que  l'on  ait  à  la  fois 


dy 
X  =  o     et     -^  r=  o. 
dx 
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Il  vient 


(I)  2n/l-}-^;r=:.H-2p, 


dx"- 


OU 


1^  dy  =  \_{x -\- '2.^'f  —  [^fY  dx , 
et  par  intégration, 

C  H-  2  pjr  ==  -  ( J^  +  2  p)  \lx--  H-4pj; 

—  2l3Mog[x+  2p  +  (^'  +  4P^)^J. 

On  détermine  la  constante  C  par  la  condition  que  la 
courbe  passe  à  l'origine  5  cela  donne 

C'=:-2pM0g(2p), 

d'où 

Q.^y  =  -(,r;+2p)Vj;'  +  4,8^— a^Mog ^ ^ =t^  • 

Telle  est  l'équation  de  la  courbe. 

Corollaire.  —  L'équation  (1)  donne 

(-/.y        a;  +  2  j3 
dx  2  p 

par  conséquent  la  tension  a  pour  valeur 

ds  r    , 

dx        2  p 

Jean  Bernoulli,  Lect.  maîhem.;  Opéra,  t.  IIî,  p.  497* 

3.  Un  fil  flexible ,  dont  les  extrémités  sont  fixées  sur 
une  même  ligne  horizontale,  prend  Informe  dhine  demi- 
circonférence  ^  sous  r infiuence  de  la  gray^ité.  Déterminer 
la  loi  suivant  laquelle  la  masse  du  fil  j^apporlée  à  V  unité 
de  longueur  varie  d\in  point  à  un  autre. 
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Conservons  la  notation  du  problème  précédent,  et  soit 
a  le  rayon  de  la  circonférence. 
L'équation  de  cette  courbe  est 


X'=l 

-lay  — 

J-- 

On  en  tire 

dy 

X 

d'-y 
:'       dx' 

[a' 

a^ 

dx 

<^d^  —  X- 

—  x-'Y 

ds 

a 

dx 

Jn^  — 

1 

-  .7?- 

et,  d'après  le  problème  I,  équation  (4), 


d-y 
T   dx^ 


g    ds  g  a^  —  x"^        g(^a  —  y- y 

dx 

Ainsi  la  masse  varie  en  raison  inverse  du  carré  de  la 
distance  au  diamètre  horizontal. 

Corollaire.  —  La  tension  est 

ds  ra  ra 


t=ZT 


dx        ^a-  —  xr-        «  —  J 
Jean  Bernoulli,  Opéra,  \.  III,  p.  5o2. 

4.  Un  fil  homogène,  d^épaisseur  constante^  est  atta- 
ché par  ses  extrémités  en  deux  points  situés  sur  une 
même  ligne  horizontale  ;  la  tension  aux  deux  extrémités 
est  égale  au  poids  de  tout  le  fil.  Déterminer  la  longueur 
dufilt  la  distance  verticale  des  deux  extrémités  au  point 
le  plus  bas  de  la  courbe  décrite^  et  la  direction  des  tan- 
gentes extrêmes. 

Prenons  l'axe  des  y  vertical^  à  égale  distance  des  deux 
points  d'attache,  et  l'origine  à  une  telle  hauteur,  que  la 
tension,  au  point  le  plus  bas  de  la  courbe,  soit  mesurée 
par  le  poids  d'une  longueur  de  fil  égale  à  l'ordonnée  de  ce 
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point.  Soient  m  la  masse  du  fil  rapportée  à  l'unité  de  lon- 
gueur, ia  la  distance  des  extrémités,  c  l'ordonnée  du 
point  le  plus  bas,  d  la  distance  verticale  de  ce  point  à  la 
droite  qui  joint  les  deux  extrémités,  l  la  longueur  du  fil, 
et  cf  l'inclinaison  des  tangentes  extrêmes  sur  l'axe  des  x. 
L'équation  de  la  courbe  est,  comme  l'on  sait, 


j  =  ^  \  e-  +  e 


On  en  tire 


l  z=zc  \e    ■ —  c 


Il  nous  faut  éliminer  l'inconnue  c  de  cette  expression. 
Au  point  {oc,j)  la  tension  est 


rngy  r=  —mcg  \  e"  -\-  e 


A  l'extrémité,  cette  valeur  devient 


I 

—  mes  \   e~  -\-  e 

2 


Or,  par  hypothèse,  cette  tension  doit  être  égale  à  mgl-^ 
donc 


)  =  mcg[t 


mcg  \  e~  -+-  e     "   l  =^  mcg  \  e"  —  e     ~   I  j 


et,  par  suite, 


2a 

e'^  =3,     -  =  -  loiî3, 
*      c        -2.     ^   ' 


/:=^      3^_3       ^»  ^^ 


iog3  \  y     ysiogs 

Telle  est  la  longueur  du  (il. 


STATIQUE.  145 

L'ordonnée  des  points  d'attache  est 


I 

—  c\e' 

2 


Cette  ordonnée  est  aussi  représentée  par  c  -h  d-^  donc 
1/7        "~~  \         2«2  —  v'S 

2    \  y      iog3    y/3 

Telle  est  la  distance  du  point  le  plus  bas  à  la  droite  cjui 
joint  les  extrémités. 
On  a  généralement 

^(r        Me 

—  =z  —  \  e    —  e 

dx        2  \ 
à  l'extrén^ité  du  fil, 


dx  *^        -  \ 


d'où 


5,  Un  fil  homogène,  cV épaisseur  constante,  repose 
en  équilibre  sur  deux  chevilles  très-minces,  situées  à  la 
même  hauteur^  et  qui  n  exercent  aucun  frottement.  On 
connaît  la  distance  2.  a  des  deux  supports,  et  Von  de- 
mande la  moindre  longueur  du  fil  qui  puisse  permettre 
r équilibre^  on  propose  encore  de  déterminer,  pour  une 
longueur  donnée  du  fil,  la  courbe  qiUil  affecte,  et  la 
pression  P  quil  exerce  sur  chacun  des  deux  supports. 

Nommons  L  la  longueur  totale  du  fil,  T  sa  tension 
aux  points  d'appui,  et  conservons  pour  le  reste  la  notation 
du  problème  précédent  ;  /  sera  la  longueur  du  fil  courbé 
en  chaînette. 

I.     2^    ÉDIT.  10 
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D'après  ce  qui  précède,  l'équation  de  cette  courbe  est 


jr  =  ^\  e-  -+-  e 


où  c  représente  l'ordonnée  du  poiut  le  plus  bas,  et  mcg 
la  tension  en  ce  point. 

Nous  avons  aussi  (probl.  4) 

(2)  1:  =  -  mcg  \  c"" -h  e     *" 

d'ailleurs,  il  est  clair  que,  en  vertu  des  données, 

T  =  l,„g-(L-/); 
par  conséquent, 

(-         - 
L  —  l—cye"  -\-e 

Si,  dans  cette  équation,  on  remplace  /  par  sa  valeur 


c  \e    —  e 
il  vient 

a 

(  3  )  L  =  2  ce^  ; 

d'où  l'on  voit  que  la  plus  petite  valeur  que  L  puisse 
admettre  correspond  à  la  racine  positive  de  l'équation 

laquelle  est 

e  =  a. 

Ainsi  la  plus  petite  longueur  du  fil  est 

L  =  nae. 
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Supposons  maintenant  que  la  longueur  L  soit  donnée^ 
et  supérieure  à  nae. 

L'équation  (3)  aura  deux  racines  positives,  Cj  et  Cg, 
l'une  supérieure  à  a,  l'autre  inférieure  5  la  plus  grande 
correspond  à  un  état  d'équilibre  stable,  et  la  plus  petite 
à  un  état  d'équilibre  instable.  Considérons  l'une  d'elles  c^. 
L'équation  de  la  courbe  sera 


et  nous  aurons 


oiî  (probl.  4) 


J 


P  =  2TC0S. 


I      /  TT 


2    \  2 


—  ©  h 


tang9  =  -\  e"'  —  e 


Par  conséquent, 


sin  (j) 


sT- 


e  i  —  e 


la 
P  z=z  /nCig  \l  -h  6'*^' 

Ce  problème  s'applique  à  une  pièce  d'étoffe  homogène, 
d'une  largeur  constante,  que  l'on  voudrait  soutenir  sur 
deux  bâtons  fixés  horizontalement  à  la  même  hauteur, 
dans  des  directions  parallèles. 

annales  de  Gergonne,  t.  XiX,  p.  SSg. 

6.  Un  fil  pesant  et  homogène  est  attaché  par  Vune  de 
ses  extrémités  à  un  point  fixe  situé  nu-dessus  d^un  plan 
incliné,  tandis  que  Vautre  extrémité  et  une  portion  du  fil 
reposent  sur  ce  plati.  On  connaît  la  longueur  totale  du 

10. 
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fily  V inclinaison  du  plan,  celle  de  la  tangente  à  la 
courbe  au  point  d^ attache,  et  Von  demande  la  longueur 
de  la  portion  du  jîl  qui  repose  sur  le  plan. 

Soient  ABC  le  fil  dont  il  s'agit,  A  le  point  d'attache,  BC 
la  partie  qui  repose  sur  le  plan  incliné,  l  la  longueur  to- 
tale du  fil,  /'  celle  de  la  partie  qvii  repose  sur  le  plan, 
a  l'inclinaison  de  ce  plan  sur  l'horizon,  et  ©  celle  de  la 
tangente  à  la  courbe  à  l'extrémité  A. 

L'arc  AB  appartient  à  une  certaine  chaînette;  suppo- 
sons que  cette  chaînette  soit  prolongée  jusqu'en  un  point  A 
situé  à  la  même  hauteur  que  le  point  A,  et  qu'elle  soit 
décrite  par  un  fil  semblable  à  celui  que  nous  considérons. 

Nous  disposons  les  axes,  relativement  à  cette  chaînette 
auxiliaire,  comme  dans  le  problème  4,  et  nous  conservons 
la  même  notation  5  de  plus,  nous  nommons  L  le  sommet 
de  cette  chaînette,  et  nous  comptons  les  arcs  s  à  partir  de 
ce  point. 

D'après  les  formules 

ds 


^=r(/^-^  !='%• 


la  tension  au  point  B  est  — —•>  et  les  arcs  LB,  LA  sont 
•^  cosa 

respectivement  égaux  à  ctanga,  ctangi^. 

Ceci  posé,  la  tension  au  point  B  est  nécessairement 
égale  au  poids  de  la  portion  de  fil  BG  qui  repose  sur  le 
plan,  estimé  suivant  la  longueur  de  ce  plan. 

On  a  donc 

,   .  mc^ 

ms;l  sma  =  — -  <, 
cosa 

c  =  l' sinoL  cosa, 
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d'où 

l  —  V  r=  arc  LA  —  arcLB  =i  c  (tango  —  tanga) 

=  /  '  sin  a  cos  a  (  tang  cp  —  tang  a  ) , 
cosacos((i>  —  a)  ^  /cos  a 


COS  y.  COS    es 


7.  Une  chaîne  Jlexible ,  homogèyiej,  mais  d'inégale 
épaisseur,  est  suspendue  par  ses  extrémités.  Déterminer 
ïa, loi  suivant  laquelle  doit  'varier  V épaisseur  en  chaque 
point,  et  la  courbe  que  doit  affecter  la  chaîne,  pour  que 
la  tension  'varie  d'un  point  à  un  autre  proportionnelle- 
ment à  V épaisseur,  ou  que  la  chaîne  présente  partout 
égale  chance  à  la  rupture. 

Conservons  les  notations  du  problème  1,  et  nommons  w 
le  rapport  constant  qui  existe  entre  la  masse  m  rapportée 
à  l'unité  de  longueur  et  la  tension  t. 

Les  formules  (3)  et  (4)  du  problème  1  nous  donnent 

ds         T    dx} 

/«  rzz  ^  CfJ  =  WT  -—  = 5 

dx        g    ds 

dx 
dx'- 1  dx"^ 


OU 


dp 

3=  iùsdx. 


si  l'on  pose,  pour  abréger,  —  =  p. 


I  -\-  p' 

dx 


L'intégrale  est 


vigx  z=z  arc  tang/?, 

nous  n'ajoutons  pas  de  constante,  parce  que  nous  suppo- 

dy 
sons  l'origine  située  au  point  le  plus  bas  où  — -  =  o. 
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Si  l'on  intègre  la  dernière  équation,  il  vient 


J-  =r log  (COS.W^^) 


e         cos .  w  fi-JT  =  I  : 


nous  n'ajoutons  pas  de  constante  par  la  même  raison  que 
plus  haut. 

Cette  dernière  équation  est  celle  de  la  courbe  décrite 
par  la  chaîne.  On  voit  qu'elle  est  composée  d'une  infinité 
de  branches  comprises  entre  deux  asymptotes  verticales. 
Nous  n'avons  à  considérer  que  la  branche  comprise  entre 
les  asymptotes 


Portons  la  valeur  de  p  dans  l'équation 

ds 

m  izr  ^W  :=:  WT  — —  : 

il  vient 

m  ^  toi  =i  &3T  séc.  o)gXy 

ce  qui  fait  connaître  la  tension  et  l'épaisseur  de  la  chaîne 
en  un  point  quelconque. 
Nous  avons  encore 

dx 


ds  — 


cos . w  gx 


par  conséquent,  la  longueur  d'un  arc  de  la  chaîne  compté 
à  partir  du  point  le  plus  bas  jusqu'au  point  (x,  y)  est 

X     ,      I  +  sin.wF^ 

s  =  log  : 5-  5 

loig         I  —  sxa.wgx 
et  le  poids  de  cet  arc  a  pour  valeur 

/r   d.wgx 
mgds  =  z  j  — — ^ —  =  Ttang.ug'x. 
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Le  rayon  de  courbure  p  est  donné  par  la  formule 

dx  , 


dp 
dx 


Puisque  g  =  a)^(|y, 


1     ds  i      ,  t  ms 

p  = —  =:  •  sec  .tùSX  z=.  r=  2_  ■ 

'  (ù  g    dx  Wg  TWg-  TW^g''^ 

d'où  l'on  voit  qu'en  chaque  point  de  la  chaîne  le  rayon 
de  courbure  est  proportionnel  soit  à  la  tension,  soit  au 
poids  de  l'élément.  On  voit  aussi  qu'au  point  le  plus  bas 

ce  rayon  est  égal  a  —  • 

wg- 

FiNCK  et  BoBiLLiER,  AnnaUs  de  Gergonne,  t,  XVII,  p.  6i. 

8.  Un  fil  pesant  est  attaché  par  ses  deux  extrémités 
en  deux  points  fixes.  La  masse  du  fil  rapportée  à  V  unité 
de  longueur  est  proportionnelle ^  en  chaque  point,  au 
cosinus  de  V  angle  que  la  tangente  à  la  courbe  fait  avec 
Vhorizon.  Trouver  V équation  de  la  courbe. 

dx 
Soient  m=z  ^  —-  la  masse  correspondante   au   point 

{x,  y)  et  T  la  tension  au  sommet  de  la  courbe. 
La  courbe  est  la  parabole 

2T 

Pg 

Jacques  Bernoulli,  j4cta  erudit.;  Lips.,  Jun.,  Opera^  t.  I, 
p.  449-  —   Jean  Beunoulli,  Opéra,  t.  III,  p.  5oi. 

9.  Déterminer  la  courbe  décrite  par  un  fil  pesant, 
lorsque  la  masse  rapportée  à  V  unité  de  longueur  est  pro- 
portionnelle à  j"^  sin^.,  n  étant  positif,  et  o  désignant 
.  Vinclinaison  de  la  tangente  sur  Vhorizon. 
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Si  Ton  pose 

m  zzz:  J3j"sin3. 

et  si  Ton  choisit  une  origine  telle,  que  l'axe  des  x  passe  au 
sommet  inférieur  de  la  courbe  et  que  j^  ==  oo  pour  a:  =:  o, 
ou  trouve  Féqualion 

(  «  +    I  )  T 
XV"  =  —     —  • 

Lorsque  n  est  égal  à  l'unité,  la  courbe  est  une  hyperbole. 
Jacques  Bernoulli,  Jeta  erudit.;  Lips.,  Jun.,  Opéra,  t.  ï, 
p.  449-  —   Jean  Bernoulli,  Opéra,  t.  III,  p.  5oi. 

10.  Un  fil  pesant  décrit  une  parabole  du  second 
degré  dont  l'axe  est  'vertical.  Déterminer  la  loi  suivant 
laquelle  varie  la  masse  rapportée  à  Vunité  de  longueur. 

Soit 

j;^  =  2  ay 

Téquation  de  la  parabole. 
On  trouve,  par  les  formules  générales, 

T 


g  si  a-  -+-  X- 

Autrement  :  supposons  le  fil  solidifié  entre  deux  points 
A  et  B  choisis  à  volonté.  La  portion  de  fil  AB  est  en 
équilibre  sous  l'action  de  son  poids  et  des  tensions  qui 
s'exercent  aux  extrémités  -,  ces  trois  forces  se  coupent  donc 
en  un  même  point.  Les  deux  tensions  sont  dirigées  sui- 
vant deux  tangentes  à  une  parabole  5  elles  se  coupent  sur 
le  diamètre  qui  passe  par  le  milieu  de  la  corde  des  con- 
tacts 5  par  conséquent,  le  centre  de  gravité  de  la  portion 
de  fil  AB  se  trouve  sur  ce  même  diamètre  vertical  5  c'est-à- 
dire  qu'une  portion  quelconque  du  fil,  considérée  en  pro- 
jection horizontale,  a  son  centre  de  gravité  au  milieu  de  sa 
longueur.  Ceci  exige  que  le  fil  considéré  en  projection 
horizontale  soit  homogène.  En  d'autres  termes,  la  masse 
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clu  fil  rapportée   à  l'unité  de  longueur  varie  en  raison 
inverse  du  cosinus  de  son  inclinaison  sur  l'horizontale. 
C'est  ce  qu'exprime  la  formule  trouvée  précédemment. 
Jean  Bernoulli,  Opéra,  t.  lïL  p.  5o4- 

11.  Un  fil  pesant  est  attaché  par  ses  extrémités  en 
deux  points  fixes  situés  sur  une  même  ligne  horizontale^ 
et  la  courbe  décrite  est  une  cycloïde.  Déterminer,  en  un 
point  donnée  la  masse  du  fil  rapportée  à  V  unité  de  lon- 
gueur, et  trouver  le  poids  de  l'arc  compris  entre  le  sommet 
de  la  cycloïde  et  le  point  donné. 

Soient 

j;  =  «  (w  -i-  sinw), 

j-  =  «  (  I  —  cosw) 

les  équations  de  la  cycloïde,  et  P  le  poids  cherché. 
On  trouve 

sec^  -  w 

2  ^  I 

12.  ïJn  jil  pesant,  de  longueur  donnée,  est  attaché 
par  son  extrémité  en  un  point  fixe  A,  situé  sur  un  plan 
horizontal  et  dépoli,  tandis  que  Vautre  extrémité  est 
attachée  à  un  poids  posé  sur  le  plan.  Entre  le  poids 
et  le  point  A  est  une  fente  étroite  qui  permet  au  fil  de 
pendre  librement.  Trouver  la  plus  grande  distance  du 
poids  au  point  A  qui  soit  compatible  avec  V équilibre  du 
système. 

Soient  y.  le  coefficient  de  frottement  du  poids  sur  le 
plan,  n  le  double  du  rapport  entre  le  poids  donné  et  celui 
du  fil,  Z  la  longueur  du  fil  et  aa  la  distance  cherchée. 

On  trouve 


;/        ,      \    1        I-l-v/p-'(/^H-j)'-f-i 
2a  =  u.l(n  H-  n.log -, ^ 
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13.  Un  Jil  pesant  est  attaché  par  ses  extrémités  a 
deux  clous  situés  sur  une  même  ligne  horizontale .  On 
connaît  la  distance  de  ces  deux  supports.  (Quelle  doit 
être  la  longueur  du  fil,  pour  que  la  pression  exercée  sur 
chacun  des  deux  supports  soit  un  mi/iimum  ? 

Soient  2a  la.  distance  des  supports,  l  la  longueur  du 
fil  et 


l'équation  de  la  chaînette. 

Si  l'on  détermine  c  par  l'équation 


aa  [-1 

(0  e'^  ="- — 


ou  a 

Prenons,  par  exemple,  aa  =  lo™-,  nous  trouvons 

c=:4",i68...     et     l=i2"',5']8 

Diarian  Repositorj,  p.  644* 

L'équation  (i)  peut  s'écrire 


Il  s'ensuit  que  le  produit  de  la  longueur  du  fil  par  l'écar- 
tement  des  points  d'attache  est  égal  à  quatre  fois  le  pro- 
duit des  deux  longueurs  de  fil  dont  les  poids  seraient 
respectivement  égaux  aux  tensions  de  l'extrémité  et  du 
point  le  plus  bas. 

14.  Un  fil  pesant,  suspendu  par  ses  extrémités,  décrit 
une  courbe  représentée  par  l'équation 
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Trouver  le  point  du  fil  auquel  la  masse  rapportée  à 
Vunité  de  longueur  est  un  maximum^  et  déterminer  la 
'valeur  de  ce  maximum. 


Les  coordonnées  du  point  cherché  sont 

a 


a  a 

-='      ï 
V2 


1  1  ,     1     ,   2  v/3 

et  la  masse  correspondante  est  égale  a 


Diarian  Repository,  p.  435. 

15.  On  suppose  une  chaîne  pesante,  homogène,  dont 
les  bouts  sont  fixés  aux  extrémités  A,  B  d^une  tringle 
horizontale.  L'un  des  chaînons,  C,  est  engagé  sur  la 
tnngle  et  peut  s^j  mouvoir  sans  frotternent.  Démontrer 
que  dans  l'état  d'équilibre  le  plus  petit  des  deux  fes- 
tons AC,  CB,  formés  par  la  chaîne,  est  égal  et  super- 
posable  à  une  portion  du  plus  grand. 

SECTION  III. 

FIL    SOLLICITÉ    PAR    UNE    FORCE    CENTRALE. 

\ .  Trouver  V équation  de  la  courbe  décrite  par  un  fil 
flexible,  dont  toutes  les  molécules 
sont  attirées  vers  un  centre  fixe. 

Soient  APP'B  une  portion  du  fil; 

S  le  centre  d'attraction  5 

PP'  un  élément  infiniment  petit 
du  fil-, 

PT   et   P'T'  les  tangentes  en  P 
etP'; 

O  le  centre  de  courbure  corres- 
pondant à  l'élément  PP'  ; 
p  le  rayon  de  courbure  pour  le  même  élément  ; 
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r  la  distance  du  point  P  au  centre  d'attraction  5 

p  la  distance  ST  du  centre  d'attraction  à  la  tangente 
au  point  P  -, 

T  la  distance  PT: 

"h  l'angle  des  deux  tangentes  PT,  P'T'5 

(f  l'angle  SPT  5 

Q  l'angle  que  forme  le  rayon  SP  avec  une  direction  fixe  ; 

s  l'arc  de  !a  courbe  compté  dans  le  sens  APP'  B  5 

t   la  tension  du  fiî  au  point  P  -, 
.  F  la  force  attractive  au  même  point,  rapportée  à  l'unité 
de  niasse  5 

ni  la  masse  du  fil  rapportée  à  l'unité  de  longueur. 

Projetons  les  forces  qui  sollicitent  l'élément  PP',  d'a- 
bord sur  le  rayon  de  courbure  PO,  puis  sur  la  tan- 
gente PT. 

Il  vient 

Ymds%inc^  =:  (^  -f-  dt)  siiiiî/, 

Y  nids  co?,<^  =  (f  +  r//)cosi|>  —  t. 

Comme  on  doit  négliger  les  quantités  infiniment  petites 
d'un  ordre  supérieur  au  premier,  ces  équations  se  ré- 
duisent à 

Fmds  siny  =  ti> , 

¥mdscos<f  ■=:  dt^ 

ji        ^    T  -,     •  ,         ds  di' 

ou,  a  après  les  relations  O;  =  —  et  cosco  =  — , 

'  ^  '        ds 

.  t 

[a)  Fr?2  sinœ  =  -■» 

P 

[b)  Fmdr=dt. 

Si  l'on  considère  le  triangle  OPP'  et  le  triangle  sem- 
blable formé  par  TT'  et  les  deux  tangentes  PT,  P'T',  on 

voit  que 

T_        dp  ^ 

■        p  ds  ^ 
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d'ailleurs 

T        dr 

COS  cp  =:  -  =  -—  • 

;•        as 
Divisant  ces  deux  équations  l'une  par  l'autre,  on  trouve 

r  dp 

p  dr 

On  a  encore 

P 

sinç  =  -• 
r 

Entre  ces  deux  dernières  relations  et  l'équation  (a), 
éliminons  p  et  sincp  ;  nous  obtenons 

„      ,        dp 

F  mdr  -\-  -^  tz=o, 

P 
et  si  nous  retranchons  l'équation  [b), 


dp       dt 

-^  H =  o, 

p      t 


L'intégrale  est 


log  [tp)  =1  const., 
tp  =  const.  =  C; 

elle  nous  montre  que  le  moment  de  la  tension  par  rap- 
port au  centre  fixe  est  le  même  en  chaque  point. 

On  tire  de  cette  formule,  en  la  rapprochant  de  l'équa- 
tion (è), 

-  =   JYmdr. 

Cette  dernière  formule  peut  être  considérée  comme 
l'équation  de  la  courbe  rapportée  aux  coordonnées  p  et  /'; 
mais  il  sera  plus  commode  de  prendre  les  coordonnées 
polaires  r  et  9,  qui  sont  liées  aux  précédentes  par  la  re- 
lation 

r-dQ 

p  ■==■  • 
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Il  vient 


ou 


Cdr 
[c)  rfS  = 


C'est  réqualion  de  la  courbe  en  coordonnées  polaires, 
telle  qu'elle  a  été  donnée  par  Jean  Bernoulli  (*). 

La  formule  [b)  fera  connaître  la  tension  par  une  simple 
quadrature,  si  l'on  a  soin  d'exprimer  F  et  m  en  fonc- 
tion de  r. 

On  remarquera  de  nombreuses  analogies  entre  ces  for- 
mules et  celles  qui  conviennent  au  mouvement  d'un 
point  matériel  attiré  vers  un  centre  fixe  ;  la  tension  joue 
le  rôle  de  la  vitesse. 

Le  cas  d'une  force  centrale  répulsive  n'a  pas  besoin 
d'être  traité  d'une  manière  spéciale,  il  suffit  de  changer 
le  signe  de  F  dans  les  formules  qui  précèdent. 

2.  Uji  fil  homogène  et  sans  poids,  retenu  par  ses 
extrémités,  est  attiré  vers  un  point  fixe  par  une  force 
qui  est  inversement  proportionnelle  au  carré  de  la  dis- 
tance. Déterminer  la  courbe  décrite  par  le  fil. 

Considérons  le  point  de  la  courbe  où  la  tangente  est 
perpendiculaire  à  la  force  d'attraction.  Soient  t  la  tension 
du  fil  en  ce  point,  c  la  distance  du  point  au  centre  d'at- 
traction, et  k  la  force  attractive  exercée  au  même  point, 
rapportée  à  l'unité  de  masse. 

Conservons  pour  le  reste  la  notation  du  problème  pré- 
cédent. 

D'après  l'équation  (Z»),  nous  avons 


:=    I  Ymdr  =    f   k  —  mdr  ^ !- 


const. 


(*)  Opéra,  t.  IV,  p.  235. 
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Puisque  /  doit  se  réduire  à  t,  lorsque  /'  =  c,  la  constante 
est  égale  à  t  +  inkc^  et,  par  conséquent, 


f  =  T  +  mkc 


Substituons  cette  valeur  dans  l'équation  (c)  5  il  vient 

r/         ,      mkc^y  'Y  I 

/•     (  T  +  mkc ]    /-^  _  CM 

Or,  lorsque  —  =  o,  nous  devons  avoir  /'=  c;  il  en  ré- 
sulte C  =  CT,  en  sorte  que,  si  nous  posons 


—  "5 
mAc 

l'équation  de  la  courbe  se  réduit  à  celle-ci, 

ncdr 

dQ= 

_i_ 

r[[n  -+-  lY  r-  —  2.  (n  -i-  i)  cr  -\-  c^  —  «^c^j  ^ 

Il  convient,  pour  l'intégration,  de  distinguer  trois  cas, 
suivant  que  l'on  a 

/z ^  I ,     «  =  1 ,     ou     n<^i. 
Premier  cas.  71^  1. 


L'intégrale  est 


.     (n  —  i)  c  -h  r 
arc  sin  ^ h  C  . 


Si  l'on  compte  les  angles  9  à  partir  du  rayon  vecteur 
qui  est  égal  à  c,  on  a 


i6o 
d'où 
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(n  —  i)  c  -h  r 


=  sin     - 


si  n-  — 


(n—  î)c 


\/n-  —  I 
n  cos  • ô  —  I 


Deuxième  cas.  71  =:  i. 
L'intégrale  est 


/'- 


-f-C; 


si  l'on  admet  que  Q  est  nul  lorsque  ?'  =  c,  on  a 


I  —  S= 


Troisième  cas.  n  <^i. 
L'intégrale  est 


X  log  1^^^^ '- ^ '- 


sj  i  —  n'^ 
cr+c- — n?c^-\-c\l  i—n- 


si  9  est  nul  lorsque  ?'  =  c,  on  a 

s/i  —  n^     ^L  V    I  — /'_ 


V  ï — '^J 


d'où 


o»     / :,  U    , T 


^[r—{i  —  n)c\. 


Les  trois  courbes  que  nous  venons  d'obienir  ont  des 
asymptotes  faciles  à  déterminer.  En  effet,  d'après  le  pro- 
blème 4 ,  on  a 


^^=7  = 


}n  kc^                        c 
m  kc n  -h  l 
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Si  l'on  fait  7'  =  oo  ,  il  vient 

ne 

c'est  la  distance  du  centre  d'attraction  aux  asymptotes 
des  trois  courbes.  Si  l'on  fait  de  même  r=  ao  dans  les 
équations  des  trois  courbes,  on  trouve,  pour  la  première 

courbe, 

.      ^_       /?  I 

6=1!::    ■  arc  ces  —  ; 

pour  la  seconde  courbe, 

e  =  ±i; 
pour  la  troisième  courbe, 

\l\  —  n}  » 

Ces  angles  sont  les  inclinaisons  respectives  des  deux 
asymptotes  sur  le  rayon  qui  sert  d'origine  aux  angles  Q. 
Jean  Bernoulli,  Opéra,  t.  IV,  p.  240. 

3.  Unjîl  homogène  et  sans  poids,  retenu  par  ses  ex- 
trémités, est  soumis  à  Vaction  d'' une  force  répulsive, 
émanée  d^  un  centre  fixe,  et  inversement  proportionnelle 
à  la  ^."'"^'  puissance  de  la  distance  à  ce  centre.  Détermi- 
ner la  courbe  décrite  par  le  fil. 

Conservons  la  notation  du  problème  précédent,  et  ad- 
mettons qu'au  point  où  la  force  répulsive  est  perpendi- 

culaire  a  1  arc,  la  tension  soit  égale  a  • 

°  ,a  —  I 

Nous  obtenons  l'équation 

(c)  =COs(f.  — 2)0. 

4.  Etant  donnée  une  corde  parfaitement  flexible  et 

I.     2^  ÉDIT.  1  I 
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homogène,  mais  d'inégale  épaisseur,  dont  tous  les  élé- 
ments sont  soumis  à  V action  d'une  force  centrale  inver- 
sement proportionnelle  à  la  distance.,  trow^er  la  loi  sui- 
vant laquelle  doit  varier  V  épaisseur  en  chaque  point  et 
la  courbe  que  doit  affecter  la  corde  dans  le  cas  d'' équili- 
bre, pour  que,  dans  cet  état,  la  tension  varie  d'un  point 
à  un  autre  proportionnellement  à  V  épaisseur,  ou  que  la 
corde  présente  partout  égale  chance  à  la  rupture. 

Conservons  la  notation  et  les  axes  du  problème  2;  de 
plus,  prenons  pour  unité  de  force  celle  qui  agit  à  l'unité 
de  distance,  et  pour  unité  de  densité  celle  de  la  corde, 
en  sorte  que  la  section  du  fil  soit  représentée  par  le  même 
nombre  que  la  masse  rapportée  à  l'unité  de  longueur. 
Nommons  a  le  rapport  constant  qui  existe  entre  la  sec- 
tion m  et  la  tension  t  en  chaque  point  de  la  corde,  dans 
l'état  d'équilibre. 

Les  formules  [b]  ei  (c)  du  problème  1  nous  donnent 
les  équations 


r'±''cos.(i±:«)9=:c'±% 

dans  lesquelles  le  signe  supérieur  répond  à  une  force  at- 
tractive, et  le  signe  inférieur  à  une  force  répulsive. 

On  voit  que  la  trajectoire  peut  être,  suivant  les  cas,  un 
cercle,  une  hyperbole  équilatère,  une  lemniscate,  ou 
quelque  autre  courbe. 

Les  deux  équations  qui  précèdent  permettent  d'évaluer 
le  volume  d'un  arc,  compté  à  partir  de  l'axe  polaire,  en 
fonction  de  la  section  au  point  où  l'on  s'arrête. 

Soit  V  ce  volume.  On  trouve 

OssiAN  Bonnet,  Journal  de  M.  Liouville,  t.  IX,  p.  97  ;  i844' 
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SECTION  IV. 

FIL    PLACÉ    SUE.    UNE    COURBE    FIXE. 

1.  TJn  fil  flexible  et  pesant  est  maintenu  en  équilibre 
sur  une  courbe  située  dans  un  plan  vertical.  Déterminer, 
en  un  point  donné,  la  tension  du  fil  et  la  pression  exer- 
cée sur  la  courbe. 

Prenons  l'axe  des  x  horizontal,  et  soient   : 

P  le  point  donné  dont  les  coordonnées  sont  x,  y, 

P'  un  point  infiniment  voisin  5 

p  le  rayon  de  courbure  qui  correspond  à  l'élément  PP'- 

cji  l'angle  des  deux  rayons  de  courbure  qui  aboutissent 
aux  points  P  et  P'  5 

ds  la  longueur  de  l'élément  PP'  ; 

m  la  masse  du  fil  rapportée  à  l'unité  de  longueur  5 

t  la  tension  au  point  P  ; 

R  la  pression  que  supporte  la  courbe  au  même  point  P. 

Projetons  les  forces  qui  sollicitent  l'élément  PP'  sur  la 
tangente  au  point  P.  Il  vient 

(^t -i- dt)  cosrf  —  t^mgds-—^ 

ou  simplement 

dt  =r  mgdy. 

Si  l'on  suppose  que  l'axe  des  x  passe  par  le  point  où 
la  tension  est  nulle,  l'intégrale  est 

t  —  mgj . 

Projetons  les  mêmes  forces  sur  la  normale  au  point  P 
Il  vient 

ms:  ds  —-  -\-  (  /  +  rf^)  sin  ?  =:  R  c?^  , 
ds 

OU 

dx  a  ^ 

II. 
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ds 
et  puisque  p  =  —  5  on  a 

dx        t  Idx       y 

R  =  m^  — ,-  H =  ms, 

P 


*    ds    '     û        """  \  ds 


2.  JJnJil  Jlexihle  passe  sur  une  courbe  située  dans 
un  plan  2)ej'tical,  et  porte  à  ses  extrémités  deux  poids 
égaux }  le  poids  du  fil  peut  être  considéré  comme  nul 
rvis-à-'vis  des  poids  quil  supporte.  Déterminer  la  pres- 
sion exercée  sur  la  courbe  en  un  point  donné. 

Conservons  la  notation  du  problème  précédent,  et 
nommons  Q  l'un  quelconque  des  poids  suspendus  aux  ex- 
trémités. 

Si  l'on  projette  sur  la  normale  au  point  P  les  forces  qui 
sollicitent  l'élément  PP',  il  vient 

[t  +  dt)s\nt^=^Kds=zK^tij^ 

ou  simplement 

/'  =  Rp. 

Si  l'on  projette  les  mêmes  forces  sur  la  tangente  au 
point  P,  on  trouve 

(f  +  f/f)cosy  —  ^=0, 
ou  simplement 

de  =z  o,     t  =  const . 

Or,  au  point  où  la  tangente  est  verticale, 

t=Q;     donc     Q  =  Rp,     R=>. 

P 

Corollaire.  —  La  pression  totale  que  supporte  la 
courbe  est 

Soit  0  l'angle  des  deux  normales  menées  aux  points  où 


STATIQUE.  l65 

le  fil  abandonne  la  courbe.  La  pression  totale  aura  pour 
valeur  la  quantité  O^  augmentée  des  pressions  qui 
s'exercent  aux  points  extrêmes.  Ces  pressions  addition- 
nelles seront  nulles,  si  la  tangente  en  ces  points  extrêmes 
est  verticale-,  dans  ce  cas,  la  pression  totale  est  ttQ. 
EuLER,  Noci  Comment.  Pclrop.,  1775,  p.  307. 

3.  Un  fil  Jlexihle  passe  auec  frottement  sut'  une 
courbe  située  dans  un  plan  'vertical,  et  porte  à  ses 
extrémités  deux  poids  Q,  Q',  dont  le  premier  est  trop 
considérable  pour  que  l'équilibre  puisse  subsister  s'il  n'y 
avait  pas  de  frottement;  le  poids  du  fil  peut  être  né- 
gligé vis-à-vis  des  poids  quil  supporte.  Quelle  relation 
doit  exister  entre  les  poids  Q,  Q'  et  le  coefiicient  de 
frottement  p.,  pour  que  le  système  i^este  en  équilibre  ? 

Conservons  la  notation  du  problème  précédent,  et  con- 
sidérons le  système  lorsqu'il  est  sur  le  point  de  glisser. 

Si  nous  projetons  les  forces  c|ui  sollicitent  l'élément 
PP',  d'abord  sur  la  normale  au  point  P,  puis  sur  la  tan- 
gente, il  vient 

( ^  +  rf;)  sin  œ  =  R <f^  =  R p  V , 

[t  -\~  dt)  OOSip  —  t  -\-  }J.Kds  =r.  o, 

ou  simplement 

?  =  Rp, 

dt  H-  iiKds  r=  o. 

On  tire  de  ces  formules 

dt  =  —  (j.  -  ds, 

P 


log^=  —  p    /    -'=  —  p,    /    c 


Pour  que  les  calculs  soient  plus  nets,  remplaçons  la 
lettre  cj»,  qui  nous  représente  un  angle  infiniment  petit, 
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par  la  différentielle  dQ  d'un  angle  9  compté  à  partir 
d'une  direction  fixe.  Nommons  Gj ,  9^  les  valeurs  de  9  qui 
correspondent  aux  points  extrêmes,  où  le  fil  abandonne 
la  courbe,  en  sorte  que  '^  soit  égal  à  la  différence  9^  —  0i . 
Nous  aurons 


'/ 


log^=  —  p.  i  <^9  —  —  p9  4-  const.  =  —  p.9  H-  C. 

Si  nous  appliquons  cette  formule  aux  points  extrêmes, 
il  vient 

logQ  =  C  — p9,,     ]ogQ'  =  C  — ptG,, 

d'où  il  résulte  que  la  condition  d'équilibre  est 

Lorsque  le  fil  est  sur  le  point  de  glisser,  on  a 

log/'  — logQ'=fx(93  — 9), 

alors  la  pression  totale  exercée  sur  la  courbe  est  égale  à  la 
somme  des  pressions  exercées  aux  points  extrêmes,  plus 
la  quantité 

CRds=  ft-=:  f^'\do  =  q'  r^%/'(^^'-^)^9 
J  J     ?      Je,  Je, 

Corollaire.  —  Si  les  tangentes  à  la  courbe  aux  points 
extrêmes  sont  verticales,  on  a 

02 «I  ^^^^  TT, 
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et  la  condition  d'équilibre  devient 

EuLER,  Novi  Comment.  Petrop.,  l'J'jS,  p.  3 16. 

SECTION  V. 

ÉQUILIBRE    d'uK    FIL    ÉLASTIQUE. 

Lorsqu'on  suspend  différents  poids  à  l'extrémité  d'un 
fil  élastique  et  de  longueur  donnée,  on  observe  que  l'al- 
longement est  proportionnel  au  poids.  Si  l'on  fait  varier 
la  longueur  naturelle  du  fil,  on  trouve  que  l'allongement 
est  proportionnel  à  cette  longueur,  tant  que  le  poids  du 
fil  peut  être  considéré  comme  nul  relativement  au  poids 
qu'il  supporte. 

Il  résulte  de  là  que,  si  l'on  nomme  a  la  longueur  na- 
turelle du  fil,  a'  la  longueur  du  fil  lorsqu'il  porte  un 
poids  P,  et  X  une  constante  qui  dépend  de  la  nature  du 

fil,  on  a 

a'z=a  (i  H->.P). 

Cette  loi  fut  d'abord  énoncée  par  Hoolce,  dans  le 
catalogue  de  ses  découvertes  placé  à  la  fin  de  sa  Des- 
cription  of  Helioscopes.  Elle  y  était  cacliée  sous  l'ana- 
gramme ceHÏwo^^.f/tttw  [ut  tensio  sic  vis)  5  mais,  plus  taixl, 
l'auteur  ne  craignit  point  de  la  développer  et  de  la  jus- 
tifier, dans  son  Traite  De  potentia  restitutii'a.  La 
théorie  de  Hooke  servit  de  base  au  Mémoire  de  Leibnitz, 
Denionstrationes  novœ  de  resistentîa  solidorurn,  qui  fut 
inséré  dans  les  ^cta  eruditorum  pour  l'année  1784-  On 
peut  consulter  avec  fruit  sur  ce  sujet  les  Elementa  Phy- 
.î/ce5  de  S'Gravesande,  lib.  I,  cap.  26. 

l.  On  suspend  un  fil  élastique  et  pesant  ABC  par  son 
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extrémité  A,  au  point  B  on  attache  ufi  poids  P,  et  on 
laisse  pendre  librement  la  portion  BC.  Quelle  est  la 
longueur  du  fil  placé  dans  ces  circonstances  ? 

On  connaît  le  coefficient  d'allongement  ^,  les  longueurs 
a  et  b  des  parties  AB  et  BC  dans  l'état  naturel  du  fil,  ainsi 
que  la  masse  rapportée  à  l'unité  de  longueur  m  dans 
l'état  naturel. 

Soient  : 

PP'  un  élément  infiniment  petit  de  la  partie  AB; 

t  la  tension  au  point  P  ; 

X  la  distance  de  ce  point  à  l'extrémité  supérieure  A  ;    " 

c  la  longueur  naturelle  d'une  portion  de  fil  dont  le 
poids  serait  égal  à  P  5 

a',  b'  les  longueurs  des  parties  AB,  BC  dans  les  cir- 
constances du  problème. 

Considérons  d'abord  la  partie  AB. 

La  masse  rapportée  à  l'unité  de  longueur,  dans  le  fil  al- 
longé, est  égale  à —  •,  d'où  résulte,  pour  l'élément  PP', 

la  condition  d'équilibre 

mgdx 

t-h  cU  -\ ^^-- t=o, 

1  -\-lt 

ou 

(i  -{-\t]  dt  -+-  mgdx  =  o , 

ti  i-\ — lt\  +  mg.T  ==  const.  =r  C. 

Or,  îorsque  x  =  0, 

t  =  mg  [a  -\-  b  -{-  c); 

lorsque  x  =  a', 

t=mg(b  H-  c). 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  qui  précède  et 
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retrancliant  les  résultats,  il  vient 

(«+  6  H-  c)      I  H lmg(a  -h  b  -hc)\ 

—  {b  -h  c)\  I  -i lmg[b  +  c)     —  fl'  =0; 

d'où 

a'  =  a\  I  H 1  m  g  (a  -\-  2.b  -\-  2c)  \  > 

Considérons  maintenant  la  partie  BC. 
Soit  T  la  tension  à  la  distance  j"  du  point  B. 
On  a 

T  I  I  H —  )>T  I  -{-  mgj  =  const.  =  C. 
Or,  lorsque  y  =  o, 
lorsquej)^  =  h', 


mgb; 


Substituant  ces  valeurs  dans  l'éqnation  précédente  et 
retrancliant  les  résultats,  on  trouve 


b  [  i  H —  ).  mgb  \  • 


a'  -h  b'  =a  -h  b  -^ lmg[a{a-+-izb -{-  2.c)  +  b-]. 

Telle  est  la  longueur  du  fil  dans  les  circonstances  indi- 
quées. 

2.  Un  jîl  élastique  et  pesant  ABC  est  fixé  par  son 
extrémité  A  au  sommet  cCun  plan  incliné  AB,  dont  la 
longueur  est  égale  à  celle  du  fil  dans  son  état  naturel. 
Déterminer  la  longueur  de  la  partie  de  fil  BC  qui  pend 
au-dessous  du  plan . 

Soient  a  la  longueur  du  plan,  a  son  inclinaison,  x  la 
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distance  au  point  A  d'un  point  du  fil  AB,  et  t  la  tension 
en  ce  point. 

Considérons  d'abord  la  partie  de  fil  qui  repose  sur  le 
plan . 

On  a 


w^sina 
dt  H ^^ dx  =  o  : 

I  H-  ).  ^ 


t\  i-\ —  \t\  -\-  msx sin a  =  const. 


d'où 


Si  l'on  désigne  par  t  la  tension  au  point  B,  par  T  la 
tension  au  point  A,  et  que  l'on  applique  la  dernière  for- 
mule à  ces  deux  points,  on  obtient 

I  -{-  -  >.T  j  +  t7?ga  sina  -i:  T  [  I  +  -  ).T 

D'ailleurs,  5  et  a  — s  désignant  les  longueurs  naturelles 
des  parties  de  fil  BC  et  AB,  on  a 

T  =  mgs,     T  =  riig  [.V  H-  (  rt  —  s)  sin  a]. 

Ces  valeurs,  substituées  dans  la  dernière  équation,  don- 
nent 

—  lmg[a  —  s)['2s -\- (a  —  5)sina]=:.y. 

De  cette  équation  du  second  degré  on  tirera  la  valeur  de  s, 
et  la  reportant  dans  l'expression 

^  f  iH —  Inis  ]•) 

\     2      ; 

on  aura  la  longueur  effective  de  la  partie  de  fil  qui  pend 
au-dessous  du  plan. 

3.  TJnJil  élastique  et  rectiligne  réunit  deux  poids  qui 
reposent  sur  deux  plans  inclinés  et  parfaitement  polis. 
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Trouverla  position  d'équilibre  du  système^  en  négligeant 
le  poids  du  fil. 

Soient  P  et  Q  les  deux  poids,  AC  et  BC  les  plans  sur 
lesquels  ils  reposent,  a,  ^  les  inclinaisons  de  ces  plans 
sur  l'horizon,  0  l'inclinaison  de  la  direction  PQ  sur  la 
direction  horizontale  AB,  a  la  longueur  naturelle  du  fil, 
a'  sa  longueur  effective  dans  l'état  d'équilibre  et  T  sa 
tension. 

Considérons  isolément  l'équilibre  du  poids  P,  puis 
celui  du  poids  Q.  Il  vient 

Psinai=  Tcos(a—  6), 
Qsin(5  =  Tcos(p  -f-9); 


d'où 


Psina  QsinS 


cosfx  — 9)        cos(p  +  9) 

P  cet  B  —  0  cota 
'""8»= i^MJ 

Cette  équation  détermine  l'angle  0. 

La  longueur  du  fil  est  donnée  par  les  équations 


.a[\  H-IT)  =a 


P  sin 

!  +  >.  - 


na      "1 


4.  Déteiininer  la  courbe  qu  affecte  une  corde  élas- 
tique et  pesante,  lorsquon  la  suspend  par  ses  deux  ex- 
trémités. On  suppose  que  la  corde  est  homogène  et  que., 
dans  son  état  naturel.,  elle  est  partout  dégale  épais- 
seur. 

Soient  m  la  masse  de  la  corde  rapportée  à  l'unité  de  lon- 
gueur dans  l'état  naturel,  t  la  tension  et  s  l'arc  compté  à 
partir  du  point  le  plus  bas. 

Prenons  l'axe  des^  vertical  et  dirigé  de  bas  en  haut. 
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On  a,  comme  au  problème  I  de  la  section  II, 

d   f   dx\  d  [   dy\  ms 


ds  \    ds  j  ds\  ds  j        \  -4- ), t 

La  première  équation  nous  donne 

dx 
ds 

en  désignant  par  T  la  tension  au  point  le  plus  bas. 

Si  l'on  reporte  la  valeur  de  t  dans  la  seconde  équation, 

et  que  l  on  pose,  pour  abréger,  —-=  p^  il  vient 

(0  '^  :r  = , 

"■^  I  H-  >.T  V  I  +  p- 

Nous  allons  ici  substituer  successivement  à  la  variable  s 
les  variables  x  et  j^.  Nous  pourrons  intégrer  uîie  première 
fois-,  alors  nous  aurons  deux  relations  finies  entre  p,  x 
et  J'",  et  l'élimination  de  p  nous  donnera  l'équation  de  la 
courbe. 

Remplaçons  ds  par  sa  valeur  S  i-Y-  p^dx'^  il  vient 


(2)  mgdx=  T       . +  y.T  ]  dp, 

\^i+p'  J 

ce  qui  donne,  en  intégrant, 

wgx  =  T  [log  (/?  H- V  I  +  p*  )  +  '^'^Pji 


(3)  e  "^  =p  +  V^i+p^ 

Multiplions  l'équation  (2)  par;?,  et  remplaçons  pdx 
par  sa  valeur  dy  5  nous  trouvons 


wgdf  =  t(  +  Irp  ]  dp. 

V 1+  p' 
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L'iutégrale  est 


(4)  mgy  =  r\/i-^p'-^-lr'j} 


2 


nous  n'ajoutons  pas  de  constante,  parce  que  nous  admet- 

*     .  z 

tons  que  l'ordonnée  du  point  le  plus  bas  est  égale  à  — • 

On  peut  tirer  facilement  de  celte  équation  la  valeur 
de  p  en  fonction  de  y^  si  l'on  porte  cette  valeur  dans 
l'équation  (3),  on  aura  l'équation  de  la  courbe,  laquelle 
est  assez  compliquée. 

Il  est  cependant  facile  d'assigner  la  position  d'un  point 
donné  à  volonté  sur  la  corde  dans  son  état  naturel.  En 
effet,  prenons  l'équation  (i),  dans  laquelle  les  variables 
sont  5  et  /?, 

(5)  -  r^rdp. 

1  H-  At  y  I  +  p^ 

Le  premier  membre  représente  le  poids  de  l'élément  ds\, 
si  donc  nous  appelons  P  le  poids  de  l'arc  s  compté  à 
partir  du  point  le  plus  bas,  nous  aurons 

(6)  P=.T/.,      p  =  ~. 

Soit  A  un  point  donné  sur  la  corde.  On  connaît  le 
poids  P  de  la  partie  de  la  corde  qui  est  comprise  entre  le 
point  milieu  et  le  point  A  5  par  conséquent,  si  T  est 
connu,  on  connaît  aussi  la  valeur  de  p  correspondante 
au  point  A,  dans  la  courbe  que  la  corde  décrit  lorsqu'on 
la  suspend  par  ses  extrémités.  Substituant  cette  valeur 
de  p  dans  les  équations  (3)  et  (4),  on  aura  les  coor- 
données du  point  considéré.  Si  maintenant  nous  supposons 
que  A  soit  l'une  des  extrémités  de  la  corde^  les  valeurs 
de  a:  et  de  P  relatives  à  cette  extrémité  étant  fournies  par 
les  données,  les  équations  (3)  et  (6)  nous  feront  con- 
naître T. 
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L'équalion  (5)  nous  fait  connaître  la  longueur  de  l'arc 
qui  se  termine  au  point  A;  car,  si  l'on  intègre  cette 
équation,  on  trouve 


s  = 
m 


~\  p  -\~~rpJi  -+-P'  +^Tlog(/'H- v'h-zjO 
mg  L  2  2  J 


L'équation  (2)  nous  donne  le  rayon  de  courbure  p  cor- 
respondant au  même  point  A. 


dp 
dx 


[x  -h  Xt  y/l  -hp-')' 


On  voit  qu'au  point  le  plus  bas  le  rayon  de  courbure  est 
égal  à 

t(i-1->t) 


mg 
FiNCR  et  BoBiLLiER,  AriTiales  de  Gergonne,  t.  XVII,  p.  65. 

5.  Deux  poids  égaux  sont  réunis  par  un  fil  élastique 
et  sans  pesanteur  dont  la  longueur  naturelle  est  connue. 
Déterminer,  dans  un  plan  vertical,  deux  courbes  telles, 
que  si  Von  dépose  les  deux  poids  sur  ces  courbes  à  la 
même  hauteur  et  partout  oii  l'on  "voudra^  ils  restent  en 
équilibre. 

Soient  P  l'un  des  poids  et  a  la  longueur  naturelle  du 
fîl.  Prenons  l'axe  desy  vertical,  dirigé  de  haut  en  bas  età 
égale  distance  des  deux  poids-,  plaçons  l'origine  de  telle 
sorte  que  la  tension  du  fil  soit  nulle  en  même  temps  que 
l'ordonnée  des  poids. 

Les  courbes  cherchées  sont  deux  demi-paraboles  repré- 
sentées par  la  double  équation 

x'z^-\  =ka  P  j . 
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6.  Autour  d'un  cône  vertical  et  parfaitement  poli,  on 
place  un  anneau  élastique,  dont  on  connaît  le  rajon 
naturel  a  et  le  poids  P.  Déterminer  la  position  d'équi- 
libre pour  cet  anneau. 

Soit  a  rinclinaison  des  génératrices  du  cône  sur  l'axe. 
Le  rayon  de  l'anneau  dans  sa  position  d'équilibre  est 


«  I  I  H-  / —  cota    : 


cette  valeur  détermine  la  position  d'équilibre,  car  l'an- 
neau doit  rester  horizontal. 
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CHAPITRE   VI. 

PRINCIPE  DES   VITESSES  VIRTUELLES. 


Considérons  un  système  de  points  matériels  assujettis  à 
des  liaisons  quelconques  et  sollicités  par  des  forces  choi- 
sies à  volonté.  Concevons  que  l'on  donne  aux  points  du 
système  des  mouvements  infiniment  petits  et  compatibles 
avec  les  liaisons,  puis  que  l'on  fasse  le  produit  de  chaque 
force  par  le  petit  chemin  qu'a  parcouru  son  point  d'ap- 
plication suivant  la  direction  de  cette  force,  et  qu'on 
ajoute  tous  ces  produits.  La  somme  obtenue  sera  nulle, 
quels  que  soient  les  mouvements  imprimés,  si  l'équilibre 
subsistait  avant  que  l'on  eût  dérangé  le  système^  et  réci- 
proquement, si  la  somme  est  nulle  pour  tous  les  mouve- 
ments compatibles  avec  les  liaisons,  l'équilibre  subsistait. 

Cette  proposition  est  connue  sous  le  nom  de  principe 
des  vitesses  virtuelles ^  les  projections,  sur  les  directions 
des  forces,  des  petits  chemins  que  l'on  conçoit  parcourus 
par  les  points  d'application  correspondants,  se  nomment 
vitesses  virtuelles,  et  les  produits  des  forces  par  les  vi- 
tesses virtuelles  correspondantes  se  nomment  moments 
'virtuels. 

L'énoncé  du  principe  tel  que  nous  venons  de  le  donner 
suppose  que  les  liaisons  peuvent  s'exprimer  par  des  équa- 
tions, ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  les  points  sont 
assujettis  à  rester  sur  des  surfaces  données.  S'il  arrive 
que  les  points  soient  simplement  assujettis  à  ne  pas  péné- 
trer dans  l'intérieur  des  surfaces,  alors,  pour  qu'il  y  ait 
éc|uilibre,  il  sufiSt  que  la  somme  des  moments  virtuels 
soit  toujours  nulle  ounégative,  et  jamais  positive. 
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Les  géomètres  remarquèrent  d'abord  cette  propriété  de 
l'équilibre  dans  quelques  machines  particulières,  puis 
ils  furent  conduits  pas  à  pas  à  reconnaître  que  cette  loi 
est  entièrement  générale.  Guido  Ubaldi  ('•')  l'observa  d'a- 
bord dans  l'équilibre  du  levier-,  Galilée  [**)  la  découvrit 
plus  tard  dans  le  plan  incliné  et  dans  les  machines  qui 
s'y  ramènent  5  le  premier  il  introduisit  dans  la  science 
l'expression  moment  d'une  force,  pour  signifier  le  pro- 
duit d'une  force  par  la  vitesse  virtuelle  de  son  point  d'ap- 
plication. Pour  qu'une  machine  sollicitée  par  deux  forces 
soit  en  équilibre,  dit-il,  il  faut  que  les  forces  aient  des 
moments  égaux  et  de  directions  contraires. 

Le  principe  des  vitesses  virtuelles  fut  exposé  pour  la 
première  fois  dans  toute  sa  généralité  par  Jean  Bernoulli, 
dans  une  Lettre  à  Varignon  (*■*'*)  datée  de  Bàle,  le  26  jan- 
vier 1717.  Lagrange  a  depuis  magnifiquement  développé 
l'étonnante  fécondité  de  ce  principe,  dans  la  Mécanique 
analytique. 

Le  même  principe  des  vitesses  virtuelles  a  donné  nais- 
sance à  d'autres  lois  générales  qui  s'en  déduisent  presque 
immédiatement.  C'est  dans  cette  classe  qu'il  faut  ranger 
la  loi  de  Torricelli  {****^^  savoir,  que  deux  poids  inva- 
riablement liés  entre  eux  sont  en  équilibre  lorsque  le 
centre  de  gravité  du  système  a  la  plus  basse  position  qui 
soit  compatible  avec  les  liaisons. 

Tels  sont  encore  les  principes  de  Maupertuis  et  de 
Courtivron.  Considérons  un  système  de  points  matériels 
liés  entre  eux  et  sollicités  par  des  forces  P,  Q,  R,  etc., 
dirigées  vers  des  centres  fixes,  et  fonctions  des  distances  p, 
<7,  7",  etc. ,  de  ces  centres  aux  points  d'application  corres- 

(*)  Mechanicorum  liber:  de  Librâ,  de  Cochleâ. 

(**  )  Délia  Scienza  mecanica ;  Opéra,  t.  I,  p.  265;  Bologna,  i655. 

('""')  Nouvelle  Mécanique,  t.  II,  sect.  g, 

('***'')  De  motu  gravium  naluraliter  ^descendenlium ;  i644' 
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pondants.  Déplaçons  un  peu  le  système,  et  soient  dp, 
dq,  dr,  etc.,  les  accroissements  des  distances  /?,  ^,  r,  etc. 
D'après  le  principe  des  vitesses  virtuelles,  si  le  système 
est  en  équilibre,  nous  aurons 

Vdp  -h  Qdq  -i-Rdr-h.  .  .=^  o; 

d'ailleurs,  il  est  aisé  de  voir  que  le  premier  membre  de 
cette  équation  est  la  différentielle  d'une  certaine  fonc- 
tion n  des  distances  p,  q,  /',  etc.,  en  sorte  que  l'équation 

pourra  s'écrire 

dU=  o. 

De  là  il  résulte  que,  si  H  est  un  maximum  ou  un  mini- 
mum, le  système  est  en  équilibre.  Tel  est  le  principe  de 
Maupertuis  qui  fut  publié  sous  le  nom  de  loi  du  repos 
dans  les  Mémoires  de  l'académie  des  Sciences  de  Paris 
pour  l'année  1740  '^  Euler  le  développa  plus  tard  dans  les 
Mémoires  de  l' académie  de  Berlin. 

La  réciproque  du  principe  de  Maupertuis  ne  serait  pas 
exacte,  car  on  peut  avoir  ^^11  =  o,  et  le  système  peut 
être  en  équilibre,  sans  que  II  soit  un  maximum  ou  un 
minimum.  Lagrange  (''')  a  observé  que,  lorsque  H  est  un 
minimum,  l'équilibre  est  stable,  et  que,  lorsque  H  est  un 
maximum,  l'équilibre  est  instable.  En  particulier,  un 
système  de  points  matériels  soumis  à  la  seule  force  de  la 
pesanteur  sera  dans  un  équilibre  stable  ou  instable,  sui- 
vant que  son  centre  de  gravité  aura  la  plus  basse  ou  la 
plus  haute  position  qui  soit  compatible  avec  les  relations 
géométriques  qui  lient  entre  eux  les  différents  points  du 
système. 

Le  principe  de  Courtivron  (**)  peut  s'énoncer  ainsi: 


(*)  Mécanique  analytique;  i^^  partie,  sect.  5. 

(**)  Mémoires  de  VÀcadéniie  des  Sciences  de  Paris;  1748»  P-  3o4j  et  I749) 
p.  i5. 
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Dans  un  système  de  corps  en  mouvement  sous  Faction  de 
forces  qui  varient  suivant  une  loi  donnée,  toutes  les  posi- 
tions du  système  auxquelles  la  force  vive  est  un  maximum 
sont  des  positions  d'équilibre  stable,  et  celles  où  la  force 
vive  est  un  minimum  sont  des  positions  d'équilibre  in- 
stable. 

SECTION  I. 

ÉQUILIBRE. 

1 .  Un  point  matériel  P  éprouve  de  la  part  de  deux 
centres  fixes  A  ei  B  des  attractions  constantes  a  et  |3. 
Déterminer  sa  position  d^équilibre. 

Soient 

AP  =  /-,     BPizz/-',     AB=.«. 

Prenonsi  le  point  A  pour  origine  des  coordonnées,  et  la 
droite  AB  pour  axe  des  x. 

Ecartons  un  peu  le  point  P  de  sa  position  d'équilibre  5 
et  soient  dr'^  dr  les  variations  des  distances  /',  7'. 

Nous  devons  avoir 

(/.dr  A-  pdr'  =  o, 

où 

x  dx  H-  y  dy 


r  =  y^^--  +  J%      dr  = 
"' =  y/(«  —  x)--hj\      dr 


\Jx-  +  y- 
—  [a  —  x)  dx  -h  ydy 


sl[a—xY^y' 

Substituant  ces  valeurs,  il  vient 

xdx  +  ydy  —  [a  —  x)dx-^  ydy 

a.  — p==^ h  p :^ =  O. 

SJx'^+y-  \l[a  —  xY -\- y'^ 

Ici  dx  et  dj  sont  arbitraires,  comme  le  déplacement  im- 
primé;  par  conséquent,  leurs  coefficients  doivent  être 


l8o  MÉCANIQUE    RATIONNELLE. 

séparément  nuls, 

a.x  p  («  —  .r) 


La  dernière  équation  donne  j-  =  o,  et  la  première  exige 
que  |S  soit  égal  à  a. 

Ainsi  réquilibre  n'est  possible  qu'autant  que  les  attrac- 
tions sont  égales  \  et,  dans  ce  cas,  le  point  attiré  peut 
être  placé  partout  où  l'on  voudra  sur  la  ligne  qui  joint  les 
centres  d'attraction. 

EuLER,  Mém.  de  l'Àcad.  de  Berlin,   1761,   p.  i84- 

2.    Une   tige  rigide  et  sans  poids  AOB   appuie  son 
pj     2_  extrémité  inférieure  A  contre  une  rai- 

B     nure  verticale,  porte  sur  un  clou  hori- 
zontal O,  et  soutient  un  poids  connu  P 
^  Ù     à  son  extrémité  supérieure.  Détermi- 

ner la  position  d'équilibre^  ainsi  que 
les  pressions  exercées  sur  le  clou  et 
sur  la  rainure. 

Soient  a  la  longueur  de  la  tige  AB  5 
b  la  distance  horizontale  du  clou  à  la  rainure; 
X  la  longueur  de  la  partie  AO  ; 

j  la  distance  de  l'extrémité  B  à  l'horizontale  du  sup- 
port O  ; 

E.  la  pression  supportée  par  la  rainure; 
S  la  pression  supportée  par  le  clou. 

La  pression  R  est  horizontale  et  la  pression  S  est  per- 
pendiculaire à  la  lige. 

Supposons  que  l'extrémité  A  glisse  un  peu  le  long  de  la 
rainure  sans  que  la  tige  abandonne  le  clou  5  alors  le  mo- 


-E. 
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ment  virtuel  de  la  force  R  est  nul,  celui  de  la  force  S  est 
un  infiniment  petit  du  second  ordre,  et  l'on  a  simplement 

Or 

a  —  X    I —  ab'^  —  x^ 

y=  slx^—b',      dyz= dx, 

^  X-  sjx'  —  0-' 

donc 

ab'- — .r^  =  o,      x:=z^iib^- 

Cette  valeur  de  x  détermine  la  position  d'équilibre. 

Déterminons  les  pressions  :  pour  cela,  faisons  glisser 
la  tige  le  long  de  la  rainure,  de  manière  qu'elle  reste  pa- 
rallèle à  elle-même.  Soit  a  le  chemin  parcouru.  Il  vient 

—  Pa  +  S-ai=o; 


d'où 


S=Pt=P 

b 


Nous  obtiendrons  la  pression  R,  si  nous  déplaçons  la  tige 
dans  le  sens  de  sa  longueur.  Soit  (3  le  chemin  parcouru. 
Nous  avons 


R-p  — Pp 


^-^ 


d'où 


ou 


^        ^  v/-^^  —  b'        ^  1  a'  —  b 
R  =  P^^ -, =  P       r- 


-A\ 


J\      2 


\  b' 

EuLER,  Mém.  de  V Jcad.  de  Berlin,  ly^i,  p.  196. 

3.  Trois  points  mobiles  A,  B,  C  sojit  assujettis  à  cette 
seule  condition,  que  le  triangle  formé  par  ces  points 
comme  sommets  reste  constamment  semblable  à  lui- 
même.  On  demande  quelles  sont  les  conditions  d'équi- 
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libre  de  trois  forces  appliquées  à  ces  trois  points  dans  le 
plan  du  triangle. 

Quand  le  point  C  reste  immobile,  deux  mouvements 
sont  possibles  :  ou  le  triangle  tourne  sans  se  déformer 
autour  du  point  C,  o\x  bien  le  côté  AB  se  met  seul  paral- 
lèlement à  lui-même. 

Nommons  a  et  b  les  côtés  du  triangle  opposés  aux  som- 
mets A  et  B,  a  et  |3  les  forces  appliquées  à  ces  sommets, 
m  et  n  les  angles  qu'elles  font  respectivement  avec  CA 
etCB. 

Le  premier  mouvement  virtuel  nous  donne 

b  a  sin  w  -t-  a  ji  sin  «  =  o  ; 

le  second  donne 

b  a  ces  /;/  +  «  p  ces  n  z=  o. 

Ces  deux  relations  équivalent  aux  deux  suivantes  : 
a        (i 

-r  =  ~,         m  =  71-  H-  72. 

p        b 

La  première  exprime  que  les  forces  sont  proportion- 
nelles aux  côtés  du  triangle  opposés  à  leurs  points  d'ap- 
plication. La  seconde  exprime  que  les  directions  des 
forces  a,  jS  se  coupent  sur  le  cercle  circonscrit  au 
triangle  ABC. 

Les  conditions  d'équilibre  sont  donc  que  les  directions 
des  trois  forces  se  coupent  en  un  même  point  de  la  cir- 
conférence menée  par  les  trois  points  donnés  A,  B,  C,  et 
que  leurs  intensités  soient  proportionnelles  aux  sinus  des 
angles  du  triangle  ABC,  dont  les  sommets  sont  aux  points 
d'application  des  forces. 

Cette  seconde  condition  d'équilibre,  eu  égard  à  la  pre- 
mière, revient  à  la  condition  générale  d'équilibi^e  entre 
trois  forces  concourantes,  à  savoir,  que  chacune  d'elles 
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soit  proportionnelle  au  sinus  de  l'angle  formé  par  les  deux 
autres. 

MoEBius,  Nouvelles  Annales  de  Math.,  i855,  p.  85. 

4.  JJjx  point  pesant,  placé  sur  un  plan  incliné^  est  sol- 
licité par  une  force  F  de  direction  connue.  Déterminer, 
dans  le  cas  d'équilibre,  l'intensité  de  la  force  F  et  la 
pression  exercée  par  le  plan. 

Soient  P  le  poids  du  point,  a.  l'inclinaison  du  plan  sur 
l'horizon,  a  +  e  celle  de  la  force  F,  et  R  la  pression  exer- 
cée par  le  plan  sur  le  point. 

Déplaçons  le  point  sur  le  plan  incliné  et  nommons  [3  le 
chemin  parcouru.  Il  vient 

F  [3  cos  £  —  P  p  sin  a  =  o  ; 

d'où 

sin  a 


F  =  P 


Déplaçons  le  point  horizontalement  d'une  quantité  ^.  Il 

vient 

Pi^sina  —  F(?cos(a  H- s)  =  o; 

d'où 

R  _  p  ^Qs(a  +  c-)  _  p  cos(a  +  £) 
sin  a  cos  £ 

EutER,  Mém.  de  l'Acad.  de  Berlin,  lySi,  p.  191. 

5.  Une  tige  rigide  et  sans  poids  AOB  peut  tourner 
librement  dans  un  plajz  vertical  autour  de  son  extré- 
mité A,  gui  est  fixe,  et  porte  un  poids  P  à  son  extrémité 
inférieure  B.  La  tige  est  soutenue  au  point  O  par  un  res- 
sort disposé  suivant  un  arc  de  cercle  décrit  de  A  comme 
centre,  et  dont  la  force  de  contraction  est  proportion- 
nelle à  r inclinaison  de  la  tige  sur  l'horizon.  Déterminer 
la  position  d^ équilibre. 

Soient  a  la  longueur  de  la  tige,  b  la  distance  AO  de 
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l'extrémité  fixe  au  point  d'application  du  ressort,  cf  l'in- 
clinaison de  la  tige  sur  l'horizon,  E  la  force  de  contrac- 
tion du  ressort  lorsque  l'angle  ^  a  la  valeur  a.  La  force 
de  contraction  correspondante  à  un  angle  quelconque  © 

Eq) 

sera  —^• 
oc 

Faisons  tourner  la  tige  d'un  angle  très-petit  autour  de 

son  extrémité  fixe.  Il  vient 

E?  ,   , 
Va  cosoda —  — bam=:o; 
a 

d'où 

COSœ  Eè 


P«( 


Telle  est  l'équation  qui  détermine  l'angle  (p,  dans  l'état 
d'équilibre. 

EuLER,  Mém.  de  VJcad.  de  Berlin,  lySi,  p.  196. 

6.    Une  harre  pesan te  A  A'A" B  pose  son  extrémité  infé- 
Pig  28.  rieure  A  sur  un  plan  horizontal, 

et  s\ippuie  en  A',  A"  sur  deux 
chevilles  horizontales  perpendi- 
culaires à  sa  longueur j  la  pre- 
mière cheville  A!  est  au-dessus  de 
la  harre,  la  seconde  est  au-des- 
sous. Déterminer  les  pressions  R, 
R',  R"  exercées  par  le  plan  et  les  deux  chevilles  A',  A". 

Soient  a  l'inclinaison  de  la  barre  sur  l'horizon,  P  son 
poids,  G  son  centre  de  gravité,  A'G  =  «,  AA'=b, 
A'A"=c. 

Faisons  glisser  la  barre  dans  le  sens  de  sa  longueur  et 
d'une  quantité  quelconque  jS.  Il  vient 

R  P  sin  a  —  P  p  sin  a  =  o, 
R  =  P. 
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Pour  trouver  la  pression  R',  faisons  glisser  la  barre  sur 
le  plan  d'une  quantité  très-petite,  en  même  temps  qu'elle 
tourne  autour  de  la  cheville  A"  et  s'éloigne  de  la  che- 
ville A'.  Ce  mouvement  peut  se  décomposer  en  deux 
autres  :  l'un  de  glissement  dans  le  sens  de  la  longueur  de 
la  barre,  l'autre  de  rotation  autour  de  A".  Le  premier 
mouvement  a  déjà  été  considéré,  et  le  second  nous  donne 

—  R(6  H-  c)cos  c/.da.  -t-  R'cJa  +  P(c  —  «)  cosac?a  r=:  o; 

d'où 

,        a  -ir-  h 

R'  = P  ces  a. 

c 

Nous  obtiendrons  R"  si  nous  faisons  glisser  légèrement  la 
barre  le  long  du  plan,  en  même  temps  qu'elle  tourne 
autour  de  A'  et  s'éloigne  de  h" .  Il  vient 

—  Rè  ces  7.dc/.  —  Pfl  cosac?a  -|-  R'Wa  =  o; 

d'où 

R''=llLi:pcosa  =  R'. 
c 

7.  TJnjil  de  longueur  donnée,  situé  dans  un  plan  ver- 
ticaly  passe  sur  une  très-petite  poulie  Jîxe  A,  et  porte 
à  ses  extrémités  deux  poids  P  et  V  qui  reposent  sur 
deux  courbes  S  et  S'.  La  première  courbe  est  connue,  et 
V équilibre  du  système  subsiste,  quel  que  soit  le  point  de 
cette  courbe  sur  lequel  on  place  le  poids  P.  On  demande 
de  déterminer  la  seconde  courbe  S'.  Le  poids  dujîl peut 
être  négligé. 

Soient  /  la  longueur  du  fil  PAP',  p  et  p'  les  longueurs 
des  parties  AP  et  AP',  cp  et  ce'  les  inclinaisons  de  ces  fils 
sur  la  verticale,  ei  J'[p,  çp)  =  o  l'équation  de  la  courbe 
donnée. 

Faisons  glisser  légèrement  le  poids  P  sur  sa  courbe; 
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nous  aurons 

P^.p  COScp  -+-  V d .  p'  COS  (f' r=:  O. 

Cette  relation  subsiste  en  tout  point  des  courbes  S  et  S' 5 
on  peut  donc  l'intégrer,  et  il  vient 

|Pp  CCS  <f  -f-  P'p'  cos  çp'  =  const.  =  C ; 

d'ailleurs 

p-hp'  =  l. 

Si  l'on  élimine  les  quantités  p  et  cp  entre  ces  deux  rela- 
tions et  l'équation 

/(P'î)  =  o, 

l'équation  finale 

F(p',  ?')  =  o 

représentera  la  courbe  cherchée. 

Jean  Bernoulli,  yàcta  erudit.,  1695,  febr. ,  p.  5g. 

Leibnitz,  ibid.,  apr.,  p.  184. 

L'HospiTAL,  ib.,  Suppl.,  t.  II,  sect.  vi,  p.  28g. 

8.    Quatre  harres  homogènes  AB,  BC,  CD,  DE  réunies 

j-j„  2q  bout  à  bout  par  des  charnières 

c  sont  en  équilibre  dans  un  plan 

j.^it'^^fp     ^^^vj)  vertical.  Les  extrémités  A  ,  E 

Z^  \  sont  engagées  dans  deux  char- 

A/....L AE      nières   fixes    situées     sur    une 

même  horizontale.  Les  barres  inférieures  AB,  DE  sont 
égales  entre  elles;  les  deux  barres  supérieures  sont  pa- 
reillement égales.  Déterminer  la  relation  qui  existe 
entre  les  angles  que  les  barres  inférieures  et  les  barres 
supérieures  forment  avec  Vhorizon. 

Soient  2«  la  longueur  des  barres  inférieures,  o.b  celle 
des  barres  supérieures,  P  le  poids  des  premièi^es  barres, 
Q  celui  des  secondes,  a  l'inclinaison  des  premières  sur 
l'horizon,  |3  celle  des  secondes,  et  h  la  hauteur  du  centre 
de  gravité  du  système  au-dessus  de  l'horizontale  AE. 
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On  a 

(P  +  Q)/i  =  P«sina  +  Q(2flsina  4-  Zisin^). 

Puisque  l'équilibre  a  lieu,  h  est  un  maximum  ou  un  mi- 
nimum, et,  par  conséquent, 

(F)  o  =  (P +2Q)acosaf/a  +  Qècospc?p. 

D'ailleurs,  la  distance  AE  étant  invariable,  sa  difFéren- 
tielle  est  nulle,  c'est-à-dire  que  Ton  a 

o  ^=  cl. [^a  cas  a.  +  4^  cosfB)  =:  «sin  a(fa  +  6  sin  Ê(ip. 

Multiplions  l'équation  (F)  par  sina  sin/3,  et  tirons  de 
l'équation  résultante  la  valeur  de  taug  a;  ayant  égard  à 
notre  dernière  formule,  nous  trouvons 

2Q 


Fig.  3o. 


tang  a  = —  tang  p. 

C'est  la  relation  chercliée. 
Si  P  =  Q,  il  vient 

tang  a  =  3  tang  p  (*). 

9.  Une  barre  p  es  aiite  A^  repose  tangentiellement  sur 
une  courbe  dont  le  plan  est  verti- 
cal, et  appuie  son  extrémité  A 
contre  mi  plan  vertical  perpejidi- 
culaire  au  premier;  la  courbe  est 
de  telle  nature^  que  la  barre  reste 
en  équilibre,  quel  que  soit  son  point 
de  contact.  On  demande  de  trou- 
ver V équation  de  cette  courbe. 

Soient  G  le  centre  de  gravité  de  la  barre  et  a  la  distance 
du  point  G  à  l'extrémité  A.  Prenons  la  verticale  du  point 
A  pour  axe  des  y  5  désignons  par  x^  j  les  coordonnées  du 


(*)  FojV  p.  129,  probl.  k. 
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point  de  contact  sur  la  courbe,  et  par  j'  l'ordonnée  du 
centre  de  gravité  de  la  barre. 

La  Géométrie  nous  donne  l'équation 

ds  \  dy  dy  dy 


•^  -^         \  da:J  ds        "^  dx  ds 

Puisque  l'équilibre  a  lieu,  la  dérivée  de  j'  par  rapport 

à  X  est  nulle, 

d'y 

a — - 

d'^y  dx^- 


dx- 


h(S)T 


et  puisque  l'équilibre  a  lieu  quelque  soit  le  point  de  con- 
tact;, cette  équation  convient  à  tous  les  points  de  la  courbe 
cberchée.  Cette  même  équation  se  partage  en  deux  autres  : 
l'une, 

d\r 


dx^  =  ^' 


représente  une  ligne  droite  quelconque:  l'autre, 
a  pour  intégrale 

3 

y -{- \a^  —  x^  )  =  const. 

Si  l'on  prend  pour  axe  des  x  la  position  que  la  barre 
occupe  lorsqu'elle  est  horizontale,  la  constante  est  nulle, 
et  l'équation  de  la  courbe  cherchée  se  réduit  à  celle-ci, 

x^  -{-  y^  =^  a\ 

Cette  courbe  est  l'enveloppe  d'une  droite  de  longueur 
constante  a,  dont  les  extrémités  se  meuvent  sur  deux 
droites  rectangulaires. 
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10.  Un  point  matériel,  sollicité  par  plusieurs  forces, 
est  en  équilibre  quand  il  coïncide  avec  le  centre  de  gra- 
vité de  poids  égaux ,  placés  aux  extrémités  des  droites 
qui  représentent  les  forces. 

Leibnitz,  Journal  des  Savants ,  i6q3  ; 
Opéra,  t.  III,  p.  283. 

11.  n  points  matériels  fixes ,  A,  B,  C,.  . .,  attirent  un 
point  mobile  P  proportionyiellement  à  la  distance.  Mon- 
trer que  F  attraction  résultante  est  dirigée  vers  le  centre 
de  gravité  des  points  fixes,  supposés  de  même  masse,  et 
qiCelle  est  proportionnelle  à  nfois  la  distance  du  point  P 
à  ce  centre  de  gravité. 

12.  Un  système  de  n  points  matériels,  qui  s^ attirent 
proportionnellement  à  la  distance,  est  en  équilibre.  Dé- 
montrer que  V équilibre  continuera  de  subsister,  de  quel- 
que manière  quon  déplace  les  points,  pourvu  que  la 
somme 

relative  aux  coordonnées  de  ces  divers  points,  ne  change 
pas  de  valeur. 

13.  Une  barre  AB  appuie  Vune  de  ses  extrémités  A 
contre  un  plan  vertical,  tandis  que  Vautre  extrémité  B 
repose  sur  une  courbe  ;  la  barre  reste  en  équilibre,  quel 
que  soit  le  point  de  la  courbe  sur  lequel  elle  repose. 
Trouver  r équation  de  la  courbe. 

Soient  a  la  longueur  de  la  barre  eL  c  la  distance  de  sou 
centre  de  gravité  à  l'extrémité  B. 

Si  l'on  pi'end  la  verticale  du  point  A  pour  axe  desj'^,  et 
que  l'on  dispose  l'origine  de  manière  que  l'axe  des  x 
coïncide  avec  la  barre,  lorsque  celle-ci  est  hoi"izontale, 
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on  trouve 


équation  d'une  ellipse. 

iA.  Une  barre  homogène  appuie  son  extrémité  infé- 
rieure sur  un  planhoT'izontal,  et  son  extrémité  supérieure 
contre  un  plan  vertical ^  à  V extrémité  inférieure  est  at- 
taché un  fil  horizontal  qui  s^  enroule  sur  une  très-petite 
poulie  située  sous  la  harre,  et  supporte  un  poids  Q.  Dé- 
terminer la  position  dJ équilibre. 

Si  l'on  nomme  P  le  poids  de  la  barre  et  Q  l'inclinaison 
de  la  barre  sur  l'horizon,  on  trouve 

\        P 
tan"  ô  =:  — -  • 
'^  2Q 

Cette  équation  détermine  la  position  d'équilibre. 

45.  Un  point  matériel  est  attiré  par  deux  centres  fixes 
en  raison  inverse  du  cane  de  la  distance.  Trouver  l'é- 
quation de  la  surface  sur  laquelle  il  faut  placer  le  point, 
pour  quil  reste  en  équilibre. 

Soient  ^j.  et  y.'  les  attractions  des  deux  centres  à  l'unité 
de  distance,  r  et  r'  les  distances  de  ces  centres  à  un  point 
quelconque  de  la  surface  cherchée. 

On  trouve  l'équation 

w.         u.' 

—  -\-  '—-  =:  const. 
r        r 

16.  Une  barre  homogène  AB  peut  tourner  librement 
autour  de  son  extrémité  A  comme  charnière',  à  Vautre 
extrémité  est  attaché  un  fil  qui  s'enroule  sur  une  très- 
petite  poulie  et  supporte  un  poids  Q.  La  poulie  est  si- 
tuée verticalement  au-dessus  de  V extrémité  fixe  A,   à 
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une  distance  conjiue  b^  on  connaît  aussi  la  longueur  du 
fil  y  l.  Trouver  une  courhe  dételle  nature,  qii  il  suffise  de 
poser  le  poids  Q  sur  cette  courbe,  partout  oii  l'on  vou- 
dra,  pour  que  le  système  soit  en  équilibre.  On  néglige 
le  poids  du  fil. 

Soient  ia  la  longueur  de  la  barre,  P  son  poids,  p  la 
distance  de  la  poulie  à  un  point  quelconque  de  la  courbe 
cherchée,  et  ô  l'angle  que  ce  rayon  fait  avec  la  verticale. 

L'équation  de  la  courbe  est  en  coordonnées  polaires 

Pp2  +  2p  (26QCOS6— P/)  =const. 

Sauveur  proposa  ce  problème  à  l'Hospital,  et  celui-ci 
en  donna  la  solution  dans  les  Acta  erudiiorum,  iSgS, 
febr.,  p.  56.  Jean  BernouUi  fit  observer  que  la  courbe 
est  du  genre  épicycloïde  [ibid.,  p.  og). 

Supposons,  par  exemple,  les  données  telles,  que  la 
constante  arbitraire  soil  nulle.  Alors,  si  nous  posons, 
pour  abréger, 

l'équation  de  la  courbe  devient 

p  ■=:  2.1  —  -Zp  CCS  9. 

C'est  l'équation  de  l'épicycloïde  qu'engendre  un  cercle  de 
rayon  /,  roulant  extérieurement  sur  un  cercle  égal,  lors- 
que la  distance  du  point  décrivant  au  centre  du  cercle 
mobile,  auquel  il  est  invariablement  lié,  est  égale  à  p. 

Ce  problème  peut  être  utile  pour  la  construction  des 
ponts-levis. 

SECTION  II. 

STABILITÉ    DE    l'ÉQUILIBRE. 

1.  Problème  des  moindres  distances.  —  Le  choix  des 
centres  d'administration  ou  d'approvisionnement,  l'éta- 
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blissement  des  usines,  le  tracé  des  routes  destinées  à  re- 
lier les  grandes  lignes  présentent  un  problème  qui,  pris 
dans  toute  sa  généralité  et  réduit  à  des  ternies  géomé- 
triques, peut  s'énoncer  ainsi  :  Déterminer  les  positions 
d\in  certain  nombre  de  points,  de  telle  sorte  que  leurs 
distances  mutuelles  et  leurs  distances  à  des  points  don- 
nés, multipliées  respectivement  par  des  coefficients  con~ 
nus,  donnent  des  produits  dont  la  somme  soit  la  plus 
petite  possible.  Ces  points  peuvent  d^ ailleurs  être  assu- 
jettis à  d^ autres  conditions  géométriques. 

Dans  les  applications,  les  coefficients  qui  affecteront  les 
distances  seront  proportionnels  à  la  fréquence  des  com- 
munications, aux  poids  à  transporter;  ils  seront  inverse- 
ment proportionnels  à  la  vitesse,  à  la  facilité  du  transport. 
Les  conditions  géométriques  se  réduiront  le  plus  souvent 
à  placer  les  points  cherchés  sur  des  cours  d'eau,  sur  des 
routes  déjà  construites,  en  un  mot,  sur  des  lignes  don- 
nées. 

Soient  p,  ^,  r,  etc.,  les  distances,  et  X,  u,  v,  etc.,  les 
coefficients  respectifs.  La  condition  du  minimum  exige 
que  l'on  ait 

\dp  -Y-  ^dq  -\-  -jclr  -\-  .  .  .z^  O, 

pour  tous  les  accroissements  infiniment  petits  des  dis- 
tances qui  sont  compatibles  avec  les  conditions  imposées. 
Or  cette  équation  est  précisément  celle  à  laquelle  on  se- 
rait conduit,  si  l'on  appliquait  le  principe  des  vitesses 
virtuelles  à  la  recherche  des  positions  d'équilibre,  en  sup- 
posant que  chacun  des  points  cherchés  fût  attiré  vers  les 
autres  points  par  des  forces  constantes  proportionnelles 
aux  coefficients  qui  multiplient  leurs  distances.  Les  posi- 
tions cherchées  sont  donc  des  positions  d'équilibre  5  de 
plus,  elles  sont  des  positions  d'équilibre  stable,  sinon  la 
somme  Ip  -\-  jJ-q  -f-  vr.  .  .   serait  un  maximum,  au  lieu 
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d'être  un  minimum.  Cette  observation  n'avance  en  rien 
la  solution  analytique,  souvent  impraticable,  mais  elle 
conduit  immédiatement  à  une  solution  pratique  fort  in- 
génieuse. 

Supposons  d'abord  qu'il  n'y  ait  qu'un  seul  point  à  dé- 
terminer. Dans  un  plan  vertical,  on  fixera  des  anneaux 
de  manière  que  leurs  distances  mutuelles  soient  propor- 
tionnelles à  celles  des  points  donnés;  par  chacun  de  ces 
anneaux  on  fera  passer  un  fil  léger  portant  à  l'une  de  ses 
extrémités  un  poids  proportionnel  au  coefficient  du  point 
représenté  par  l'anneau,  et  Ton  réunira  toutes  les  extré- 
mités libres  de  ces  fils  sur  un  même  anneau  mince,  lequel 
sera  libre  si  le  point  cherché  n'est  assujetti  à  aucune  liai- 
son, et,  dans  le  cas  contraire,  s'engagera  sur  une  tige  ri- 
gide courbée  de  manière  à  représenter  la  ligne  sur  laquelle 
le  point  cherché  doit  être  situé.  Le  système  abandonné  à 
lui-même  se  mettra  d'abord  en  mouvement,  mais  les 
frottements  l'amèneront  bientôt  à  un  état  d'équilibre 
stable.  Alors  l'anneau  mobile  occupera  la  position  du 
point  demandé. 

C'est  ainsi,  par  exemple,  cjue  l'on  déterminera  la  po- 
sition la  plus  avantageuse  à  l'établissement  d'une  station 
de  chemin  de  fer,  destinée  à  desservir  une  localité  dont 
les  communications  n'ont  point  la  même  importance  dans 
les  deux  directions  de  la  voie. 

Si  l'on  a  un  second  point  à  déterminer  conjointement 
avec  le  premier,  on  doublera  le  système  précédent,  en 
changeant  les  poids  et  les  positions  des  anneaux  fixes,  s'il 
y  a  lieu  5  puis  on  attachera  au  nouvel  anneavi  mobile  un 
fil  passant  dans  le  premier  anneau  mobile,  et  portant  un 
poids  proportionnel  au  coefficient  qui  doit  multiplier  la 
distance  des  deux  points  cherchés.  Les  positions  finales 
des  deux  anneaux  mobiles  seront  les  positions  demandées. 
On  agirait  de  même  pour  un  plus  grand  nombre  de  points. 

I.    2»   ÉDIT.  l3 
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Il  est  à  remarquer  qu'en  variant  convenablement  les 
circonstances  initiales  du  mouvement,  on  pourra  obtenir 
toutes  les  solutions  dont  le  px'oblènie  est  susceptible. 

Lamé  et  Clapeyron,  Journal  des  voies  de  communication; 
Saint-Pétersbourg,  182^,  n°  10. 

2.  Une  barre  AGB,  mobile  autour  de  son  extrémité  A , 
est  soutenue  par  un  fil  qui  est  attaché  à  son  centre  de 
gravité  G,  passe  sur  ujie  très-petite  poulie  C,  et  porte  un 
poids  Q.  La  poulie  est  située  sur  la  verticale  de  V extré- 
mité A,  à  une  distance  AC  égale  à  celle  du  centre  de 
gravité  AG.  Déterminer  la  position  d^ équilibre  stable  et 
celle  d^équilibre  instable.  On  néglige  le  poids  du  fil. 

Soient  a  la  distance  AC  ou  AG,  /  la  longueur  totale  du 
fil  GCQ,  P  le  poids  de  la  barre,  et  ô  l'angle  ACG  ou 
AGC. 

La  distance  du  centre  de  gravité  du  système  à  l'hori- 
zontale menée  par  la  poulie  C  est  égale  à  la  fraction 

P  («  +  «  COS2  9)  +  Q  (/ —  la  ces  9) 
P  +  Q 

Cette  distance  sera   maximum  ou  minimum   en  même 
temps  que  la  quantité 

P  ces  2  0  —  2  Q  CCS  9. 
Si  nous  représentons  cette  quantité  par  w,  nous  avons 

du 

— -  =  —  2  P  sin  2  9  H-  2  Q  sm  9. 

M  9 

Celte  dérivée  doit  être  nulle  pour  que  l'équilibre  ait  lieu  ; 
par  conséquent,  dans  les  positions  d'équilibre, 

9  =  0     ou     CCS  9  =  — . 

2P 
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Examinons  laquelle  de  ces  deux  valeurs  de  l'angle  Q 
correspond  à  l'équilibre  stable,  laquelle  à  l'équilibre 
instable. 

On  a 

-——  =  —  4  P  COS  2  9  J-  2  0  CCS  9. 

Pour  la  valeur  (9  =  o, 

d^  u  , 

—  =  -4P  +  ^Q; 

de  là  il  résulte  que,  pour  0=o,  l'équilibre  sera  stable 
ou  instable,  suivant  que  l'on  aura 

Q<2P      ou      Q>2P. 
Si  dans  la  valeur  générale  de  -777'  n^ise  sous  la  forme 

Mo" 

——  =  —  4P(2cos29  —  i)  +  2Qcos9, 
w  S" 


on  pose 

cosG=  -%, 
2P 

il  vient 

^2„_4P2_Q2 
riA-t                      P 

Cette  quantité  est  positive  lorsque  l'on  a  Q<^  2P  ou,  ce 
qui  est  la  même  chose,  lorsque  l'angle  0  déterminé  par 
l'équation 

Q 

cos  9  =  -^ 
2P 

est  réel^  d'où  il  résulte  que  cette  seconde  valeur  de 
l'angle  0  ne  saurait  correspondre  qu'à  un  état  d'équilibre 
instable. 

3.   Une  harre  homogène  AB  s'appuie  par  ses  extré- 

i3. 
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mités  sur  deux  plans  inclinés  ;  elle  est   en  équilibre. 
Dire  si  V équilibre  est  stable,  ou  s'il  est  instable. 

Nommons  2 /la longueur  de  la  barre,  Q  son  inclinaison 

Fig.  3i.  sur  l'horizon,  a,  a'  les  inclinaisons 

/      des  deux  plans  CA,  CB,  et  suppo- 

^^^^^,,,,«1^-'*''''/^         sons  que  a'  soit  plus  grand  que  a. 

^^"\^^      /\^  La  distance  du  centre  de  gravité 

j..^>^_-..^ —     ^g  ]^  barre,  au  plan  horizontal  qui 

contient  l'intersection  des  deux  plans  inclinés,  a  pour 

expression 

sin  (a.'  —  9)    . 
/  sm  0  H-  2  /  -. — —7 f  sin  a 

sm  (a  H-  a) 

[sin  (a' —  a)  sin  ô  H-  2  sin  a'  sin  a  ces  9]. 


sin  (  a'  -f  a  ^ 

Celte  distance  sera  maximum  ou  minimum,  en  même 
temps  que  la  quantité 

sin  (a'  —  a)  sin  9  +  2  sin  a'  sin  a  cos  9  =  m. 
Or 

fin  ... 

— -  =  sin  (a  —  a)  cos  9  —  2  sm  a  sm  a  sm 9, 
f/9  ^  ^ 

et  cette  dérivée  doit  être  nulle  pour  que  l'équilibre  ait 
lieu;  par  conséquent, 

sin  (c// —  a) 
tang9  =  — /    ,   . — '. 
1  sin  a  sin  a 

Puisque  le  second  membre  est  positif,   Q  est  plus  petit 

que  -•  Ceci  posé,  la  dérivée  seconde 

d-  Il  •         ,       ,  y        •  •  •  l 

— —  =  —  sm  (a  —  a )  sm  9  —  2  sm  a  sin  a  cos  9 

est  négative  pour  une  valeur  de  0  inférieure  à  -*,  donc 
l'équilibre  est  instable. 
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4.  Une  lame  carrée  et  homogène  KLMN  est  soute- 
nue par  unjilqui  est  attaché  en  deux 
points  K',  L'  situés  sur  une  arête  de 
la  lame,  à  égale  distance  des  extré- 
mités ^  tout  le  système  est  supposé 
par  un  crochet  C  qui  s^engage  dans 
le  Jil.  Déterminer  les  circonstances 
de  V équilibre.  On  néglige  le  poids 
du  fil. 

Soient  G  le  centre  de  la  lame  5 

GH  une  perpendiculaire  à  K'L'-, 

B  l'angle  que  celte  perpendiculaire  fait  avec  la  ver- 
ticale 5 

u  le  double  de  la  distance  du  point  G  à  l'horizontale 
qui  passe  au  crochet  ; 

^  et  (f'  les  inclinaisons  des  fils  CK'  et  CL'  sur  la  verti- 
cale; 

c  le  côté  du  carré  j 

a  la  distance  K'L'  des  deux  points  d'attache; 

/  la  longueur  totale  du  fil; 

^  et  V  les  longueurs  des  parties  CK'  et  CL'. 

La  Géométrie  nous  donne 

Il  z=  c  CCS  9  -\-l  COScp  +  y  ces  (p', 

a  ces  9  =  X  sin  ij)  -1-  )/  sin  <f' , 
a  sin  9  =  X  cos<p  —  1'  ces  œ', 
X  +  V  =  /; 
d'où,  si  l'on  élimine  W, 

(1)  Uzrzc  CCS  9  H-  )l  (cOS  <û  —  COS  y'  )  +  /  CCS  ^', 

(2)  «cos9  =  ).  (sinçp  —  sin^') -+- /sinç', 

(3)  asin9  =X  (cosy -f- COScp') — /cosy'. 

Telles  sont  les  trois  équations  qui  lient  la  fonction  u  et 
les  quatre  variables  ç,  c^',  Q  et  1. 
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On  peut  considérer  op,  f'  comme  des  fonctions  de  Q  et 
de  A,  et  regarder  u  comme  une  fonction  des  deux  variables 
indépendantes  0  et  X;  alors,  dans  la  position  d'équilibre, 
les  dérivées  totales  de  u  par  rapport  à  X  et  par  rapport  à  9 
seront  séparément  nulles. 

Occupons-nous  d'abord  de  la  variable  1.  Si  nous  diffé- 
rentions  les  équations  (i),  (2),  (3)  par  rapport  à  cette 
variable,  il  vient 

fr\  ^"-  r        -,     ■         ^'?  /,        ^\     •       /^?' 

(4)  o  =  —  1=  cosij)  —  cos^^^  A  sinçp  —^  —  (/  — À)  sin(j>  -7^5 

(5)  o  =  sinij)  —  sin<f'  +  >.  ces®  — I  +  (/  —  1)  cos^'  —^5 

rt  À  et  A 

(6)  o  =cosa)  +  cos^' —  Xsin  ç  -^  +  (/  —  !X)sin(p'— ^^ 

et  A  Cl  A 

Ajoutons  les  équations  (4)  et  (6),  puis  retranchons  les 
mêmes  équations.  Il  vient 

A  smip— Y  =  cosç, 

dm' 

[l  —  >.)  sin(j)' — ^  =  —  costp^, 


ou 


d\ 


da 
^-=:COt,ï., 


Reportons  ces  valeurs  dans  l'équation  (5),  et  nous  trou- 
verons 

sin  çp  =  sin  ij)',     y  =  çp'; 

c'est  l'une  des  conditions  de  l'équilibre. 

Considérons  maintenant  la  variable  0.  Si  dans  les  équa- 
tions (i),  (2),  (3)  nous  introduisons  la  condition  ^5»=^', 
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ces  équations  deviennent 

U  =  C  COS  0  -h  l  COS  ff, 

a  COS  9  =  Isxn  çp, 

«  sin  6  =  (  2  X  —  /)  COS  çp  ; 

on  en  tire  aisément  la  valeur  de  u  en  fonction  de  la  seule 
variable  0, 

«r=ccos9  +  \Ji'—  a^cos'Q, 

et,  par  suite, 

du  .  a'  sin  9  ces  9 

0=-;-=:  —  csin9H —  —  , 

^^ 
6  =  0     ou     Q  =±  arc  cos 


«  \/«2  H-  c* 

De  là  il  résulte  que,  si  l'on  a  /<C  -  \a^  +  c^,  il  existe 
trois  positions  d'équilibre  : 

a 

Q  =  o,     ij)  z=  (j)'=:  arcsin -y      1  =  1'; 

cl  c 

Q  =  arc  COS ==  t  ^  =  y'  =  arc  sin 


cl  c 

arc  cos  — .  5      ç  =  q>'  =  arc  sin 


C" 


Si  l'inégalité  /  -^  -  \/a^  4-  c^  n'est  pas  satisfaite,  la  pre- 
mière position  d'équilibre  existe  seule. 

Premier  cas.  l<C-~  sjo^  +  c^. 
c 

Lorsque  0  =  o,  les  dérivées  - — -,  - —  sont  positives,  et 

leur  produit  surpasse  (  -77—7^  )  5  par  conséquent  l'équi- 
libre est  instable.  D'ailleurs  u  est  une  fonction  continue 
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de  9  5  d'où  il  suit  que,  si  l'on  fait  croître  la  variable 0  d'une 

manière  continue,   on   rencontrera  alternativement  un 

maximum  et  un  minimum  de  la  fonction.  Les  positions 

cl 
déterminées  par  les  valeurs  0  =  ±  arc  cos  — — '  sont 

a  s/d'  H-  c^ 
donc  des  positions  d'équilibre  stable. 

Deuxième  cas.   /^  -  \/a^  H-  c^ . 
c 

T  n  ^         ..  ,    .     ,        d'  U     d^  II.  ,         . 

Liorsque  y  =  o,  les  dérivées  -—-  ■>  — —  sont  négatives,  et 

^  '  dk^     d^^  &  ? 

leur  produit  surpasse   (  j  \  par  conséquent  l'équi- 

libre est  stable. 

5.  Deux  points  pesants,  P,  P',  réunis  par  un  fil  sans 
poids,  sont  placés  sur  la  surface  coiiwexe  d'un  cylindre 
horizontal.  Déterminer  la  position  d^ équilibre,  et  dire  si 
V équilibre  est  stable  ou  sHl  est  instable. 

Il  est  clair  que  tout  le  système  doit  être  situé  sur  un 
même  cercle  vertical. 

Soient  P  et  P'  les  poids  des  deux  points,  ^  et  c&'  les  angles 
que  les  rayons  menés  à  ces  points  font  avec  la  verticale, 
et  ce  l'angle  sous-tendu  par  le  fi]. 

La  position  d'équilibre  est  définie  par  l'équation 

9  —  ©'       P'  —  P  a 

tang--^=--^tang-, 

et  l'équilibre  est  instable. 

6.  Un  point  matériel  est  attiré  vers  deux  centres  fixes, 
par  des  forces  proportionnelles  à  la  /n."'"'  puissance  de 
sa  distance  à  chacun  de  ces  centres.  Dire  dans  quel  cas 
l'équilibre  est  stable,  et  dans  quel  cas  il  est  instable. 

L'équilibre  est  stable  si  m,  est  positif,  il  est  instable  si 
m  est  négatif. 
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7.  Un  solide  de  révolution ,  homogène j  repose  par  son 
sommet  sur  le  sommet  d^un  autre  solide  de  révolution, 
dont  Vaxe  est  également  vertical.  Le  premier  corps  est 
tout  entier  au-dessus  du  point  de  contact,  le  second  corps 
est  au-dessous.  On  nomme  r  et  r'  les  rayons  de  cour- 
hure  des  deux  surfaces  au  point  de  contact. 

Démontrer  que  l'équilihre  du  premier  corps  sur  le 
second  est  stahle,  instahle  ou  indifférent^  selon  que  la 
hauteur  du  centre  de  gravité  du  premier  solide  au-dessus 
du  point  de  contact  est  inférieure,  supérieure  ou  égale 


8.  Un  disque  elliptique,  homogène  et  très-mince  est 
placé  dans  un  plan  vertical  sur  deux  appuis^  situés  aux 
extrémités  de  deux  diamètres  conjugués  et  placés  à  la 
même  hauteur.  Démontrer  que  le  disque  est  dans  une 
position  d^ équilibre  instahle. 

9.  Un  solide  homogène  est  formé  d'une  demi-sphère 
et  d^un  cône,  dont  la  base  coïncide  avec  celle  de  la  demi- 
sphère.  Trouver  la  plus  grande  hauteur  que  peut  avoir 
le  cône,  le  solide  étant  assujetti  à  la  condition  d^être  en 
équilibre  stable,  quand  on  pose  le  sommet  de  la  demi- 
sphère  sur  un  plan  horizontal. 

La  hauteur  cherchée  est  égale  au  produit  de  y^  par  le 
rayon  de  la  sphère,  et  par  conséquent  la  section  méri- 
dienne du  cône  est  un  triangle  équilatéral. 


ÉTUDE  GÉOMÉTRIQUE  DU  MOUVEMENT 


CINÉMATIQUE. 


Dans  une  étude  complète  du  mouvement  d'un  corps  on 
doit  considérer  les  positions  successives  du  corps  dans 
l'espace,  le  temps  qu'il  met  à  passer  d'une  position  à  une 
autre  ou  sa  vitesse,  et  les  causes  de  son  mouvement  ou  les 
forces. 

Quand  on  s'arrête  à  considérer  les  positions  succes- 
sives du  corps  en  faisant  abstraction  du  temps  et  des 
forces,  on  fait  une  étude  géométrique  du  tnoui^ement. 
Si  l'on  ajoute  la  considération  du  temps  en  faisant  encore 
abstraction  des  forces,  on  se  trouve  dans  le  domaine  de 
la  Cinématique.  Enfin,  si  l'on  cesse  de  faire  abstraction 
des  causes  du  mouvement,  on  est  dans  la  Dynamique 
proprement  dite.  Il  est  clair  qu'avec  la  considération  des 
forces  est  introduite  celle  de  la  quantité  de  matière  que 
le  corps  possède,  ou  de  sa  masse. 

L'étude  géométrique  du  mouvement  est  née  avec  la 
Géométrie.  Les  méthodes  pour  décrire  les  courbes  du 
second  degré  d'un  mouvement  continu,  le  tracé  des  tan- 
gentes de  Roberval,  la  méthode  des  roulettes  de  Descartes 
appartiennent  à  cette  Géométrie  du  mouvement. 

La  Cinématique,  considérée  comme  une  science  dis- 
tincte des  autres  sciences  mathématiques,  date  de  ce  siècle. 
Ampère  (*)  a  le  premier  fait  ressortir  l'avantage  qu'on 

(*)   Essai  sur  la  classification  des  sciences. 
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trouve  à  étudier  d'abord  le  mouvement  sans  s'occuper  de 
ses  causes*,  il  a  nommé  Cinématique  la  science  qui  a 
cette  élude  pour  objet. 


CHAPITRE  PREMIER. 

THÉORÈMES  GÉNÉRAUX  SUR  LE  MOUVEMENT  D'UN  SYSTÈME 
DE  FORME  INVARIABLE. 


Euler  (*)  a  démontré  le  premier  qu'un  corps  solide, 
mobile  autour  d'un  point  fixe,  peut  être  amené  d'une 
position  à  une  autre  position  quelconque  par  une  rotation 
autour  d'un  axe  (passant  par  le  point  fixe.  De  là  il  suit 
immédiatement  que  tout  mouvement  infiniment  petit 
d'un  corps  solide,  libre  dans  l'espace,  peut  se  réduire 
à  une  translation  de  l'un  de  ses  points,  pris  à  volonté, 
accompagnée  d'une  rotation  autour  d'un  axe  qui  passe 
par  ce  point. 

MM.  Poinsot  (**),  Chasles  et  Poncelet  ont  complété 
les  recherches  d'Euler.  Ils  sont  arrivés  à  définir  géométri- 
quement, de  diverses  manières,  le  mouvement  continu  le 
plus  général  d'un  corps  solide. 

On  trouvera  dans  ce  chapitre  une  série  de  théorèmes 
remarquables  énoncés  par  M.  Chasles  dans  les  Comptes 
rendus  de  V Académie  des  Sciences  pour  i853,  ainsi  que 
diverses  propositions  éparses  dans  les  écrits  de  cet  auteur. 

Nous  ne  considérerons  en  général  que  les  mouvements 
infiniment  petits  d'un  système  de  fijrme  invariable.  Toutes 

(*)  NoviCommentarii  Acad.  Petrop.,  1775. 

C**)  Théorie  nouvelle  de  la  rotation  des  corps,  iSSa. 
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nos  démonstrations  seront  fondées  sur  le  principe  des  in- 
finiment petits,  que  nous  supposerons  toujours  présent  à 
l'esprit  du  lecteur.  Les  points  de  notre  système  décriront 
en  général  des  trajectoires  infiniment  petites  du  premier 
ordre  ;  les  lignes  décriront  des  angles  infiniment  petits  du 
même  ordre.  Si  un  point  particulier  ne  décrit  qu'une  tra- 
jectoire infiniment  petite  du  second  ordre,  nous  conclu- 
rons immédiatement  que  ce  point  reste  immobile  :  ce  qui 
est  tout  à  fait  rigoureux. 

i.  Considérons  une  fi'gure  plane  assujettie  à  rester 
dans  un  même  plan,  une  droite  tracée  à  volonté  sur  cette 
figure,  et  deux  points  a  eib  pris  sur  cette  droite.  Dépla- 
çons la  figure  d'une  manière  quelconcjue.  Soient  «'  et  b' 
les  nouvelles  positions  des  points  a  et  b  sur  le  plan  fixe, 
et  m  le  point  du  plan  où  se  coupent  les  deux  positions  de 
la  droite.  Nous  pouvons  supposer  les  points  a  et  b  choisis 
de  telle  sorte,  qu'avant  le  mouvement  le  point  b  de  la 
droite  coïncide  avec  le  point  ul  du  plan,  et  qu'après  le 
mouvement  la  nouvelle  position  a'  du  point  a  coïncide 
avec  le  point  m.  Ceci  posé,  élevons  une  perpendiculaire 
sur  le  milieu  de  am,  et  une  autre  perpendiculaire  sur  le 
milieu  de  mb' -^  ces  deux  droites  se  couperont  en  un 
point  F,  centre  du  cercle  circonscrit  aux  points  a,  [a',  &), 
b',  et  il  est  clair  qu'on  pourra  amener  la  droite  de  la  pre- 
mière position  à  la  seconde,  par  une  rotation  convenable 
autour  du  point  F.  Or  la  position  de  la  droite  détermine 
celle  de  la  figure.  Donc,  toute  Jigure  plane,  assujettie  à 
rester  dans  un  plan,  peut  être  amenée  dune  position 
donnée  à  une  autre  position  prise  à  volonté,  par  une  sim- 
ple rotation  autour  d'un  point  convenablement  choisi. 

Admettons  maintenant  que  le  déplacement  imprimé 
soit  infiniment  petit.  Alors  la  trajectoire  infiniment  petite 
du  point  a  se  confond  avec  la  droite  aa  ou  «m,  et  celle 
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du  point  b  avec  la  droite  hb'  ou  nib'  -^  par  suite^  le  mouve- 
ment de  la  droite  ab  est  en  réalité  une  rotation  autour  de 
l'intersection  F  des  normales  aux  trajectoires  des  deux 
points  a  et  b.  Or  la  droite  ab  entraîne  la  figure  entière 
dans  son  mouvement  autour  du  point  fixe  F  5  en  sorte  que 
chaque  point  de  la  figure  tourne  autour  de  ce  point.  Il 
s'ensuit  que  les  normales  aux  trajectoires  de  tous  les 
points  de  la  figure  passent  en  un  même  point  F.  Ce  point 
se  nomme,  suivant  Euler,  le  centre  instantarié  de  rota- 
tion. Le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre 
instantané  de  rotation  sur  une  courbe  qui  fait  partie  de  la 
figure  est  l'intersection  des  deux  positions  successives  de 
la  tangente  à  la  courbe  en  ce  point,  ou,  ce  qui  est  la  même 
chose,  il  est  l'intersection  des  deux  positions  successives 
de  la  courbe. 

2.  Considérons  toujours  une  figure  plane  assujettie  à 
rester  dans  un  même  plan,  et  supposons  que  l'on  donne  à 
cette  figure  un  nombre  quelconque  de  positions  difTé- 
rentes.  Marquons  dans  le  plan  fixe  les  points  F^  F',  etc., 
autour  desquels  on  doit  faire  tourner  la  figure,  pour  l'ame- 
ner, par  de  simples  rotations,  de  la  première  position  à 
la  seconde,  de  la  seconde  à  la  troisième,  et  ainsi  de  suite. 
Marquons  aussi  sur  la  figui'e  les  points/",  /',  etc.,  qui  sont 
tour  à  tour  les  centres  de  ces  rotations  successives,  et  joi- 
gnons par  des  droites  les  points  F,  F',  etc.,  et  les  points 
de  la  figure  _/,  /',  etc.  Il  est  évident  qu'on  peut  faire  passer 
la  figure  par  toutes  les  positions  données,  en  faisant  rouler 
le  polygone//'.  . .  sur  le  polygone  FF'.  . .  . 

Maintenant,  supposons  que  les  positions  données  de 
la  figure  soient  infiniment  voisines  et  infiniment  nom- 
breuses. Alors,  les  polygones//'...  et  FF'...  se  i-éduisent 
à  deux  courbes,  et  comme  il  n'est  c[u'un  seul  mouvement 
capable  de  faire  passer  la  figure  d'une  manière  continue 
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par  toutes  les  positions  données,  il  en  résulte  que  tout 
mouvement  d'une  figure  plane  dans  un  plan  se  réduit 
au  roulement  d'une  courbe  liée  avec  la  figure  sur  une 
autre  courbe  fixe  dans  le  plan.  Le  point  de  contact  des 
deux  courbes  est  à  chaque  instant  le  centre  instantané  de 
rotation. 

3.  Si,  dans  le  théorème  1,  on  remplace  la  figure  plane 
par  une  figure  sphérique  assujettie  à  rester  sur  une  sphère 
fixe,  et  que  l'on  remplace  les  droites  par  des  arcs  de  grands 
cercles,  on  obtient  des  théorèmes  correspondants,  et  en 
particulier  celui-ci  :  Tout  mouvement  infiniment  petit 
d^une  figure  sphérique  sur  une  sphère  fixe  se  réduit  à 
une  rotation  autour  d^un  point  de  la  sphère  comme  pôle. 

4.  De  là  il  résulte,  comme  au  théorème  2,  que  le 
mouvement  le  plus  général  que  l'on  puisse  donner  à  une 
figure  sphérique  assujettie  à  rester  sur  une  sphère  fixe 
consiste  à  faire  rouler  une  courbe  liée  avec  la  figure  sur 
une  courbe  fixe  tracée  sur  la  sphère. 

Si  l'on  conçoit  que  la  figure  sphérique  soit  liée  avec  un 
corps  solide  retenu  par  le  centre  de  la  sphère,  on  conclura 
que  le  mouvement  le  plus  général  d^un  corps  solide  re- 
tenu par  un  point  fixe  se  réduit  au  roulement  d'un 
cône  lié  avec  le  corps  sur  un  autre  cône  fixe  dans  l'es- 
pace. Ces  deux  cônes  ont  leur  sommet  commun  au  point 
fixe,  et  leur  génératrice  de  contact  est  à  chaque  instant 
Vaxe  instantané  de  rotation. 

5.  Il  suit  du  théorème  précédent  que  tout  mouvement 
infiniment  petit  d'un  corps  solide  peut  se  réduire  à  une 
translation  rectiligne  d'un  point  O,  lié  invariablement  au 
corps  et  choisi  à  'volonté,  accompagnée  d'une  rotation 
autour  d'un  axe  01  passant  par  le  point  O. 
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On  peut  encore  considéi^er  le  même  déplacement  infini- 
ment petit  comme  résultant  d'une  rotation  autour  d'un 
certain  axe  FX  parallèle  à  01,  et  d'une  translation  pa- 
rallèle à  cet  axe.  En  effet,  si  l'on  imagine  une  section 
faite  dans  le  corps  perpendiculairement  à  l'axe  01,  et  une 
figure  S  tracée  sur  ce  plan,  après  le  mouvement  infini- 
ment petit  du  corps,  la  projection  S'  de  la  figure  S  sur  la 
position  primitive  du  plan  sécant  sera  une  figure  identique 
à  la  figure  S,  puisque  le  plan  n'a  fait  que  se  déplacer  pa- 
rallèlement à  lui-même.  Il  s'ensuit  (ihéor.  1)  qu'on 
peut  amener  la  figure  S  de  sa  position  initiale  à  la  posi- 
tion S'  par  une  rotation  autour  d'un  certain  point  F  du 
plan  primitif,  puis  de  la  position  S'  à  la  position  finale 
qu'elle  occupe  après  le  mouvement  du  corps,  par  une 
translation  rectiligne  perpendiculaire  à  son  plan.  La 
figure  S  entraînant  le  corps  entier  dans  son  mouvement, 
le  corps  aura  passé  de  sa  position  initiale  à  sa  position 
finale.  Le  premier  mouvement  est  une  rotation  autour 
d'un  axe  FX  parallèle  à  01,  le  second  est  une  translation 
parallèle  au  même  axe.  Rien  n'empêclie  d'admettre  que 
ces  mouvements  soient  simultanés.  D'après  cela,  tout 
mow^ement  infiniment  petit  d\in  corps  solide  libre  se 
réduit  à  un  mouvement  de  rotation  autour  d\m  axe  qui 
glisse  sur  lui-même  pendant  cette  rotation  j  de  sorte  que 
le  mouvement  du  corps  n'est  pas  auli'e  cliose  que  le  mou- 
vement d'une  vis  dans  son  écrou. 

6.  Les  positions  que  Y  axe  instantané  de  rotation  et 
de  glissement  FX  occupe  successivement  dans  l'espace 
forment  une  surface  réglée.  Les  positions  que  le  même 
axe  instantané  occupe  successivement  dans  le  corps  for- 
ment une  autre  surface  réglée.  Le  mouvement  continu 
du  solide  peut  être  considéré  comme  produit  par  le  rou- 
lement de  la  seconde  surface  réglée  sur  la  pr^emière,  ac- 
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compagne  dhin  glissement  le  long  de  la  génératrice  de 
contact. 

7.  Considérons  encore  un  solide  qui  reçoit  un  dépla- 
cement infiniment  petit,  et  un  plan  quelconque  lié  inva- 
riablement à  ce  corps  5  traçons  une  figure  sur  ce  plan, 
et  examinons  le  mouvement  de  la  projection  de  cette 
figure  sur  la  position  primitive  du  plan.  Cette  projection 
reste  identique  à  elle-même;  car  une  ligne  de  la  figure  et 
sa  projection  ne  diffèrent  que  d'une  quantité  infiniment 
petite  par  rapport  à  l'angle  des  deux  directions.  Il  en 
résulte,  comme  au  théorème  5,  que  la  projection  de  la 
figure  tourne  dans  le  plan  primitif  autour  d'un  point  F. 

-  Les  normales  aux  trajectoires  des  points  de  cette  projec- 
tion passent  toutes  au  même  point  F.  D'ailleurs  elles 
coïncident  avec  les  traces  des  plans  normaux  aux  trajec- 
toires décrites  dans  l'espace  par  les  points  de  la  figure 
primitive;  car  lorsqu'un  plan  est  perpendiculaire  à  une 
droite^,  la  trace  du  plan  et  la  projection  de  la  droite  sur 
un  même  plan  sont  perpendiculaires  entre  elles.  Par  con- 
séquent, un  plan  étant  considéré  comme  faisant  partie 
du  corps,  les  plans  normaux  aux  trajectoires  de  ses 
points  passeront  tous  par  un  même  point  de  ce  plan. 
INous  nommerons  ce  point  \efojer  du  plan. 

Ce  qui  distingue  le  foyer  d'un  plan  de  tous  ses  autres 
points,  c'est  que  sa  trajectoire  est  perpendiculaire  au  plan. 

8.  Les  points  qui  appartiennent  à  l'intersection  de 
deux  positions  successives  du  plan  ont  leurs  trajectoires 
situées  dans  le  plan;  car  ces  points  appartiennent  à  la  pre- 
mière position  du  plan,  avant  et  après  le  mouvement.  Au 
reste,  si  trois  points  non  situés  en  ligne  droite  avaient 
leurs  trajectoires  dans  le  plan,  le  plan  n'aurait  fait  que 
glisser  sur  lui  même.  Donc,  il  existe  dans  le  plan  une 
infinité  de  points  dont  les  trajectoires  sont  situées  dans 
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le  plan  même  ^  tous  ces  points  sont  situés  sur  l'intersec- 
tion de  deux  positions  consécutives  du  plan.  Nous  ap- 
pellerons cette  droite  la  caractéristique  du  plan,  suivant 
une  expression  employée  par  Monge  dans  la  théorie  des 
surfaces  développables. 

9.  Si  plusieurs  plans  sont  liés  invariablement  au 
même  corps  solide,  et  que  celui-ci  reçoive  un  mouvement 
infiniment  petit,  les  foyers  a,  (3  de  deux  plans  se  trouvent 
sur  l'intersection  A  des  plans  normaux  aux  trajectoires 
de  deux  points  a,  b  pris  à  volonté  sur  l'intersection  D 
de  ces  deux  plans.  Par  conséquent,  lorsque  plusieurs 
plans  liés  invariablement  au  même  corps  passent  par 
une  même  droite  T),  leurs  foyers  sont  sur  une  deuxième 
droite  A. 

Dans  le  même  déplacement  infiniment  petit  du  mobile, 
deux  plans  menés  par  la  droite  A  et  liés  à  ce  corps  ont 
leurs  foyers  sur  l'intersection  des  plans  normaux  aux  tra- 
jectoires des  deux  points  a,  j3  pris  sur  la  droite  A.  Ces 
plans  normaux  sont  précisément  les  deux  plans  consi- 
dérés en  premier  lieu  5  leur  intersection  est  la  droite  D. 
Donc,  réciproquement,  plusieurs  plans  menés  par  la 
droite  A  et  liés  au  même  mobile  ont  leurs  foyers  sur  la 
droite  D5  de  sorte  que  ces  deux  droites  jouissent  de  pro- 
priétés réciproques.  Nous  appellerons  ces  deux  droites  D, 
A,  droites  conjuguées . 

10.  Il  résulte  de  la  définition  même  du  foyer  que,  quand 
plusieurs  plans  passent  par  un  même  point,  leurs  foyers 
sont  tous  sur  un  même  plan,  qui  a  son  foyer  en  ce  point, 
puisque  le  plan  est  perpendiculaire  à  la  trajectoire  du 
point. 

1 1 .  Si  nous  supposons  dans  le  théorème  9  que  la  droite  D 
soit  située  à  l'infini,  nous  aurons    des  plans  parallèles 
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dont  les  foyers  seront  sur  une  même  droite  A  5  ci  comme 
cette  droite  a  sa  conjuguée  située  à  l'infini,  il  en  résulte 
qu'elle  se  meut  parallèlement  à  elle-même;  d'ailleurs,  il 
est  clair  que  toutes  les  droites  qui  se  meuvent  parallèle- 
ment à  elles-mêmes  sont  parallèles  entre  elles.  Donc, 
quand  plusieurs  plans  sont  parallèles  entre  eux,  leurs 
foyers  sont  sur  une  droite  qui  est  toujours  parallèle  à 
un  même  axe^  quelle  que  soit  la  direction  commune  des 
plans. 

12.  Si  tous  les  plans  parallèles  sont  perpendiculaires  à 
la  direction  de  cet  axe,  leurs  foyers  seront  sur  une  certaine 
droite  X,  qui  glissera  sur  elle-même  pendant  le  mouve- 
ment du  corps. 

Pendant  ce  glissement  de  la  droite  X  sur  elle-même, 
le  corps  ne  pourra  que  tourner  autour  d'elle.  Cette  droite 
est  l'axe  instantané  de  rotation  et  de  glissement  dont 
l'existence  a  été  démontrée  plus  haut  (théorèmes  5  et  6). 

13.  Reportons-nous  au  théorème  9.  Dans  le  mouve- 
ment infiniment  petit  du  corps,  les  points  a,  (3  restent  à 
la  même  distance  de  la  droite  D,  puisque,  étant  les  foyers 
de  deux  plans  qui  passent  par  cette  droite^  ils  ont  leurs 
trajectoires  perpendiculaires  à  ces  plans.  Il  en  résulte  que 
nous  pouvons  amener  ces  deux  points  et  la  droite  A  à 
leur  position  finale  par  une  rotation  du  corps  autour  de 
la  droite  D.  Par  une  même  raison,  en  vertu  de  la  réci- 
procité des  droites  D  et  A,  nous  pouvons  amener  la 
droite  D  à  sa  position  finale  par  une  rotation  du  corps 
autour  de  la  droite  A.  Ces  deux  mouvements  successifs 
ou  simultanés  amèneront  le  mobile  à  la  position  qu'il 
occupe  à  la  fin  du  déplacement  considéré  •,  c'est-à-dire  que 
les  deux  droites  conjuguées  D  e£  A  sont  deux  axes  de 
rotations  simultanées  qu'on  peut  imprimer  au  corps  pour 
effectuer  son  déplacement. 

14. 
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44.  Il  résulte  du  théorème  9  que  la  caractéristique 
d^un  plan  a  pour  conjuguée  la  tangente  à  la  trajectoire 
dufojer  de  ce  plan. 

15.  D'après  les  deux  théorèmes  précédents,  on  voit 
que  la  caractéristique  d'un  plan  ne  peut  que  tourner  au- 
tour du  foyer  de  ce  plan,  considéré  comme  un  point  fixe. 
Or,  pendant  ce  mouvement,  le  plan  ne  peut  que  tourner 
autour  de  sa  caractéristique.  On  peut  donc  dire,  en  géné- 
ral, que  ZouA  déplacement  infiniment  petit  d'' une  figure 
plane  dans  V espace  se  réduit  à  une  rotation  du  plan  de 
la  figure  autour  d\ine  droite  de  ce  plan,  pendant  que 
cette  droite  tourne  elle-même  autour  dun  point  fixe, 
sans  sortir  de  la  position  primitive  du  plan. 

46.  Soient  a  un  point  du  corps,  et  à'  la  position  que  ce 
point  occupe  dans  l'espace  après  un  mouvement  infini- 
ment petit.  Considérons  la  droite  aa',  invariablement 
liée  au  corps.  Après  le  mouvement  infiniment  petit,,  elle 
passe  encore  au  point  a' 5  par  conséquent,  les  deux  posi- 
tions de  cette  droite  sont  dans  un  même  plan.  Si  nous 
considérons  ce  plan  comme  invariablement  lié  au  corps, 
sa  caractéristique  sera  la  droite  aa'  (théorème  8).  Cette 
droite,  dans  sa  première  position,  est  tangente  à  la  tra- 
jectoire du  point  a. 

De  là  résulte  ce  théorème  :  La  tangente  à  la  trajectoire 
d'un  point  jouit  de  la  propriété  d'être  la  caractéristique 
d\in  plan-.!  et  réciproquement,  il  est  clair  que  la  carac- 
téristique d'un  plan  est  tangente  à  la  trajectoire  d'urt 
de  ses  points,  savoir^  le  pied  de  la  perpendiculaire  abais- 
sée du  foyer  sur  la  caractéristique  (théorème  4S). 

47.  Soit  D  une  droite  normale  à  la  trajectoire  d'un  de 
ses  points  a.  Si  nous  projetons  cette  droite  sur  un  pian 
fixe  qui  lui  soit  parallèle,  la  projection  de  la  droite,  avant 
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et  après  le  mouvement  infiniment  petite  sera  perpendi- 
culaire à  la  projection  de  la  trajectoire  du  point  a  5  d'où 
il  résulte  (théorème  1)  que  la  projection  de  la  droite 
tourne  autour  de  l'un  de  ses  points  b  qui  est  fixe.  Le  plan 
normal  à  la  trajectoire  du  point  de  la  droite  D  qui  se  pro- 
jette en  b  passe  par  cette  droite.  Le  plan  normal  à  la  tra- 
jectoire du  point  a  passe  également  par  la  droite  D;  donc 
(tliéorème  9)  la  droite  D  est  elle-même  sa  conjuguée  A, 
et  elle  est  normale  aux  trajectoires  de  tous  ses  autres 
points. 

J8.  Il  suit  de  là  que,  quand  une  droite  de  longueur 
constante  se  meut  dans  l'espace,  de  manière  à  être  tou- 
jours normale  à  la  courbe  décrite  par  l'une  de  ses  extré- 
mités, elle  est  normale  aussi  à  la  courbe  décrite  par  son 
autre  extrémité.  Ç)uand,  sur  une  surjace  engendrée  par 
une  ligne  droite^  on  trace  deux  courbe^  qui  coupent  à 
angle  droit  toutes  les  génératrices,  les  segments  de  ces 
droites  compris  entre  les  deux  courbes  sont  tous  égaux 
entre  eux. 

19.  Une  droite  qui  s'appuie  sur  deux  droites  conju- 
guées D,  A  est  normale  aux  trajectoires  de  l'un  quel- 
conque de  ses  points  d'appui  (théorèmes  9  et  13);  par 
conséquent,  cette  droite  est  normale  aux  trajectoires  de 
tous  ses  points. 

20.  Lorsqu'une  droite  D'  s'appuie  sur  une  autre 
droite  D,  et  jouit  de  la  propriété  d'être  normale  aux  tra- 
jectoires de  tous  ses  points,  elle  s'appuie  sur  la  droite  con- 
juguée A,  car  les  droites  D'  et  A  sont  situées  dans  le  plan 
perpendiculaire  à  la  trajectoire  du  premier  point  d'ap- 
pui (théorèmes  9  et  13). 

On  voit,  par  les  deux  théorèmes  précédents,  que  deux 
droites  conjuguées  D,  A,  et  deux  autres  droites  conju- 
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giiées  quelconques  D',  A',  sont  toujours  quatre  généra- 
trices d'un  même  mode  de  génération  d'un  hyperboloïde 
à  une  nappe^  c'est-à-dire  que  toute  droite  qui  s'appuiera 
sur  trois  de  ces  lignes  rencontrera  nécessairement  la  qua- 
irièm  e. 

21.  Lorsqu'une  droite  rencontre  l'axe  de  rotation  X  et 
lui  est  perpendiculaire,  tous  les  points  de  cette  droite 
décrivent  des  trajectoires  normales  à  cette  droite  même 
(théorème  12). 

Il  en  résulte,  eu  égard  au  théorème  précédent,  que  tout 
plan  perpendiculaire  à  l'axe  de  rotation  X  rencontre  deux 
droites  conjuguées  quelconques  D,  A  et  l'axe  lui-même 
en  trois  points  qui  sont  en  ligne  droite  :  ou,  en  d'autres 
termes,  par  deux  droites  conjugées  D,  A,  et  par  l'axe 
de  rotation,  on  peut  faire  passer  un  paraboloïde  hjper- 
bolique  dont  les  génératrices  soient  perpendiculaires  à 
cet  axe. 

22.  Dans  un  paraboloïde  hyperbolique,  trois  généra- 
trices d'un  même  système  X,  D,  A  sont  parallèles  à  un 
même  plan  5  donc  la  génératrice  de  l'autre  système,  qui  est 
perpendiculaire  à  X  et  à  D,  est  aussi  perpendiculaire  à  A. 

Ainsi,  la  droite  par  laquelle  se  mesure  la  plus  courte 
distance  de  deux  droites  conjuguées  D,  A  lencontre 
V axe  de  rotation  et  lui  est  perpendiculaire. 

23.  Ce  dernier  théorème  permet  de  trouver  V axe  de 
rotation  X,  quand  on  connaît  en  direction  les  trajectoires 
de  trois  points  du  corps.  En  effet,  soient  «,  è,  c  ces  trois 
points.  Les  plans  menés  par  a  et  b  perpendiculairement 
aux  trajectoires  de  ces  points  se  couperont  suivant  une 
droite  aj3  qui  sera  la  conjuguée  de  la  droite  ab.  On  cher- 
chera la  droite  qui  mesure  la  plus  courte  distance  des 
deux  droites  «/?,  a|3  ;  elle  s'ayjpuiera  sur  l'axe  cherché  X, 
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et  lui  sera  perpendiculaire.  On  déterminera  de  même, 
avec  les  deux  points  a^  c  ou  b,  c  une  autre  droite  jouis- 
sant des  mêmes  propriétés;  l'axe  X  sera  donc  déterminé. 

24.  Quand  plusieurs  droites  D,  D', .  .  .  passent  par 
un  même  point  j  leurs  conjuguées  A,  A',...  sont  dans 
un  même  plan  qui  est  normal  à  la  trajectoire  de  ce  point 
(théorème  9).  Réciproquement,  quand  plusieurs  droites 
sont  dans  un  même  plan,  leurs  conjuguées  passent  toutes 
par  un  même  point  qui  est  le  foyer  de  ce  plan  (théo- 
rèmes 7  et  9). 

25.  Nous  pouvons  considérer  un  système  de  droites 
parallèles  comme  les  intersections  de  deux  systèmes  de 
plans  parallèles.  D'après  cela  et  en  vertu  du  théorème  11 , 
quand  plusieurs  droites  sont  parallèles  entre  elles,  leurs 
conjuguées  sont  dans  un  plan  parallèle  à  V axe  de 
rotation. 

26.  Lorsqu'une  droite  D  est  située  dans  un  plan  per- 
pendiculaire à  l'axe  de  rotation,  toute  droite  menée  dans 
ce  plan  par  l'axe  de  rotation  rencontre  la  droite  conju- 
guée A  (théorème  20)-,  d'ailleurs,  deux  droites  conju- 
guées ne  sauraient  être  dans  un  même  plan  (théorème  9), 
à  moins  qu'elles  ne  coïncident.  Donc,  quand  une  droite 
est  située  dans  un  plan  perpendiculaire  à  Vaxe  de  rota- 
tion, sa  conjuguée  passe  par  le  point  oii  le  plan  ren- 
contre cet  axe.  Réciproquement,  si  une  droite  rencontre 
Vaxe  de  rotation  en  un  point,  sa  conjuguée  est  située 
dans  le  plan  mené  par  ce  point  perpendiculairement  à 
Vaxe. 

27.  Quand  une  droite  est  tangente  à  la  trajectoire  de 
l'un  de  ses  points  a,  sa  conjuguée  est  située  dans  un  plan 
perpendiculaire  à  la  première,  savoir,  le  plan  dont  le 
point  a  est  foyer.  Si  l'on  rapproche  cette  remarque  du 
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théorème  16,  on  conclura  que,  quand  une  droite  est 
tangente  à  la  trajectoire  d'un  de  ses  points,  sa  con- 
juguée est  aussi  tangente  à  la  trajectoire  d'un  de  ses 
points.  Ces  deux  droites  sont  à  angle  droit,  et  la  droite 
qui  mesure  leur  plus  courte  distance  est  celle  qui  joint 
les  deux  points  aux  trajectoires  desquels  elles  sont  tan- 
gentes. 

En  d'autres  ternies,  quand  une  droite  est  la  caracté- 
ristique d^un  plan.,  sa  conjuguée  est  aussi  la  caractéris- 
tique dhm  autre  plan.  Ces  deux  plans  sont  à  angle 
droit;  le  foyer  du  premier  est  sur  la  deuxième  droite ^ 
et  le  foyer  du  second  sur  la  première  droite.  La  droite 
qui  joint  ces  deux  foyers  est  celle  qui  mesure  la  plus 
courte  distance  des  deux  caractéristiques . 

Il  résulte  de  là  et  des  théorèmes  16  et  22  que  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  foyer  d'un  plan  sur  la  caracté- 
ristique rencontre  l'axe  de  rotation  X,  et  lui  est  perpen- 
diculaire. 

28.  Considérons  une  droite  qui  s'appuie  sur  deux 
droites  conjuguées,  et  un  plan  perpendiculaire  à  cette 
droite.  Le  pied  de  la  droite  sur  le  plan  se  meut  perpendi- 
culairement à  la  droite  (théorème  19)  ;  sa  trajectoire  est 
donc  située  dans  le  plan  même,  c'est-à-dire  qu'elle  appar- 
tient à  la  caractéristique  du  plan  (théorème  8). 

En  d'autres  termes,  deux  droites  conjuguées  quelcon- 
ques étant  projetées  orthogonalement  sur  un  plan  quel- 
conque, leurs  projections  se  coupent  en  un  point  situé  sur 
la  caractéristique  du  plan. 

29.  Considérons  un  plan,  et  sur  ce  plan  les  traces  de 
deux  droites  conjuguées.  Si,  par  le  foyer  du  plan,  on 
mène  une  droite  à  l'une  des  deux  traces,  cette  droite  pas- 
sera par  la  seconde  trace  (théorèmes  17  et  20)  ^  par  con- 
séquent, deux  droites  conjuguées  rencontrent  un  plan 


CINÉMATIQUE.  21 7 

quelconque  en  deux  points  qui  sont  toujours  en  ligne 
droite  avec  le  fojer  du  plan. 

30.  Étudions  maintenant  les  relations  de  grandeur  qui 
existent  entre  les  divers  éléments  dont  nous  venons  de 
considérer  les  situations  relatives. 

Soient  V  la  rotation  du  corps  autour  de  l'axe  X; 

e  la  translation  de  cet  axe  dans  sa  propre  direction, 
c'est-à-dire  l'espace  décrit  par  chacun  de  ses  points-, 

O  et  12  les  rotations  autour  de  deux  droites  conjuguées 
DetA; 

(D,  X),  (A,X),  {D,  A)  les  angles  que  font  entre  elles 
les  droites  D,  X ;  A,  X  5  D,  A-, 

r  la  plus  courte  distance  de  la  droite  D  à  Taxe  X  -, 

p  la  plus  courte  distance  de  la  droite  A  au  même  axe. 

/-h  |0  sera  la  plus  courte  distance  des  droites  D  et  A 
(théorème  22). 

Portons  sur  les  axes  D,  A,  X  des  lignes  proportion- 
nelles aux  rotations  qui  ont  lieu  autour  de  ces  axes,  et 
regardons  ces  droites  comme  nous  représentant  les  rota- 
tions respectives.  On  sait  que  nous  pouvons  composer  ces 
lignes  comme  si  elles  représentaient  des  forces  5  on  sait 
aussi  qu'un  couple  de  rotations  est  équivalent  à  une  trans- 
lation proportionnelle  au  moment  de  ce  couple,  et  per- 
pendiculaire à  son  plan. 

Ceci  posé,  transportons  les  deux  rotations  O,  iî  au 
point  où  la  droite  qui  mesure  la  plus  courte  distance 
entre  les  axes  D,  A  rencontre  l'axe  X.  Alors  nous  avons 
en  ce  point  trois  rotations  O,  11,  v  dont  la  dernière  est  la 
résultante  des  deux  autres  ( théorème  13)*,  par  consé- 
quent 

^^'  sin  (A,  Xj  ~  sin  (D,  X)  ~  sin{D,  A)" 

Nous  avons  fait  naître,  par  ce  transport,  deux  couples 
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de  rotations  dont  les  moments  sont  Or  eiClp,  Projetons 
les  translations  que  produisent  ces  couples,  d'abord  sur 
l'axe  X,  puis  sur  un  plan  perpendiculaire  à  cet  axe;  il 
vient 

(2)  Orsin(D,  X) -4-fipsin(A,  X)  — e, 

(3)  0/'cos(D,  X)  —  ilpcos(A,  X)  =  o. 

Ces  deux  dernières  équations  nous  donnent 

sin(A,  X)cos(D,  X)n 


=f=Or    sin(D, 


X] 


cos(A,  X)  J 

et,  si  l'on  remplace  O  par  sa  valeur  en  fonction  de  v  tirée 
des  équations  (i), 


D,  A)L      ^    '     '  cos(A,X)  J 


sin  (A 
sin  ( 

D'ailleurs, 


(DA)  =  (DX)  +(AX); 
par  conséquent, 

(4)  ^  =  rtang(A,  X). 
On  trouverait  de  même 

(5)  î=ptang(D,  X). 

De  ces  formules  nous  tirons  cette  conséquence  (théo- 
rème 10),  que,  lin  preinier  axe  de  rotation  D  étant  pris  à 
'Volonté,  r inclinaison  du  deuxième  axe  A  surVaxe  in- 
stantané de  rotation  et  de  glissemejit  X  ne  dépendra 
que  de  la  distance  du  premier  axe  à  ce  dernier. 

Si  la  droite  D  est  dirigée  suivant  la  trajectoire  d'un  de 
ses  points,  la  droite  A  sera  dans  le  plan  normal  à  cette 
trajectoire  (théorème  9),  et  l'on  aura 

tang  (A,  X)  tang  (D,  X)  =  i  ; 
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d'où  l'on  tire,   en  faisant  le  produit  des  équations  (4) 
et  (5), 

rp  ^=^  —  ^=-  const. 

31.  Si  nous  nous  servons  des  équations  (i)  pour  élimi- 
ner 11  de  l'équation  (2),  il  vient 

0(r+ p)sin(D,  X)  =  ê, 
ou  encore,  d'après  les  équations  (1), 

Ofl  (r  +  p)  sin(D,  A)  =  sy. 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  égal  à  six  fois 
le  volume  du  tétraèdre  qui  a  pour  arêtes  opposées  les 
deux  lignes  O,  O.,  prises  sur  les  axes  D  et  A  -,  par  consé- 
quent, qu'on  porte  sur  deux  droites  D,  A,  deux  seg- 
ments proportionnels  aux  rotations  du  corps  autour  de 
ces  droites,  le  tétraèdre  construit  sur  ces  deux  segments 
comme  arêtes  opposées  aura  son 'volume  constant  (*). 

32.  Projetons  sur  une  droite  D  les  trajectoires  de  ses 
différents  points-,  les  projections  seront  égales  entre  elles 
et  ne  dépendront  que  de  la  rotation  autour  de  l'axe  si- 
multané A.  Soit  p  l'une  de  ces  projections.  Sa  valeur 
sera 

/;  =  il(r+  p)  sin(D,  A); 

en  sorte  que  l'équation  du  théorème  précédent  nous  donne 
la  relation 

Op  =3  £y. 

On  en  conclut  que  la  rotation  du  corps  autour  dhtne 
droite  quelcojique  est  en  raison  inverse  du  mouvement 
de  cette  droite  estimé  dans  sa  propre  direction. 

Soient  Q  l'angle  que  la  droite  D  fait  avec  la  trajectoire 

(*)  Voir  p.  81. 
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d'un  de  ses  points  a,  et  q  la  longueur  de  cette  trajectoire 
iufiniraent  petite.  On  aura 

p  ^=  q  cos  6 ,  — 

et,  par  conséquent, 

O^cosô  =  su. 

Si,  par  le  même  point  «,  on  fait  passer  plusieurs  droites 
D,  D',  etc.,  on  aura 

Ocosô  =  O'cose'  =.  .  .=  —  ■ 

q 

Il  s'ensuit  que  plusieurs  droites  étant  menées  par  un 
même  point,  si  l'on  porte  sur  ces  droites,  à  partir  de  ce 
point,  des  segments  proportionnels  aux  rotations  du 
corps  autour  de  ces  droites,  les  extrémités  de  ces  segments 
seront  sur  un  plan  perpendiculaire  à  la  trajectoire  du 
point  ^  la  rotation  minimum  aura  lieu  autour  de  la  tra- 
jectoire du  même  point  ^  et  cette  rotation,  multipliée  par 
lo.  trajectoire  du  même  point,  forme  un  pioduit  constant, 
quel  que  soit  le  point. 

33.  Considérons  un  plan  V  faisant  partie  du  corps  en 
mouvement. 

Soient 

r  la  distance  du  foyer  à  l'axe  instantané  X  5 
p  la  distance  de  la  caractéristique  à  cet  axe  5 
O  la  rotation  du  plan  autour  de  son  foyer  ; 
H  sa  rotation  autour  de  sa  caractéristique  5 
vs  l'angle  que  le  plan  fait  avec  un  plan  perpendiculaire 
à  l'axe  X. 

Abaissons  du  foyer  une  perpendiculaire  sur  la  carac- 
téristique. On  a  vu  (théorème  27)  que  cette  droite  ren- 
contre l'axe  X  et  lui  est  perpendiculaire.  Les  extrémités 
de  celte  droite  sont  animées  de  deux  mouvements  rectan- 
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gulaires  :  l'un,  parallèle  à  l'axe  de  roialion,  est  égal  à  e  ; 
l'autre,  perpendiculaire  à  cet  axe,  est  égal  à  urpour  l'ex- 
trémité qui  est  au  foyer,  et  à  vp  pour  l'extrémité  qui  est 
sur  la  caractéristique.  Ces  deux  mouvements  se  com- 
posent en  un  seul,  qui  est  perpendiculaire  au  plan  P  pour 
la  première  extrémité,  et  qui  est  situé  dans  ce  plan  pour 
la  seconde  extrémité.  On  a  donc 


e  £       I 

r=-tang::T,      p 


u  tangCT 


d'où  l'on  tire 


rp  =:  —  =:  const. , 


-  =  tanc'cy. 

p 


Quand  deux  plans  P  et  P'  sont  perpendiculaires,  on  a, 
pour  ces  plans, 

tangcT  tangcr' =  I, 

et,  par  conséquent. 

On  en  conclut  que  les  distances  de  leurs  foyers  à  Vaxe 
de  rotation  ont  leur  produit  constant,  et  que  les  dis- 
tances de  leurs  caractéristiques  à  Vaxe  de  rotation  ont 
aussi  leur  produit  constant. 

34.  Les  deux  rotations  du  plan  autour  de  son  foyer,  et 
autour  de  sa  caractéristique,  ont  pour  résultante  la  rota- 
tion V  autour  de  l'axe  X  ;  on  a 

O  =  u  ces  CT ,     £i  =  u  sin  CT . 

Dans  le  plan  P  menons  une  droite  quelconque  D,  et 
nommons  (G,  D)  l'angle  que  cette  droite  fait  avec  la  ca- 
ractéristique. Le  trièdre  dont  les  arêtes  sont  parallèles  à 


222  MÉCANIQUE    RATIOMNELLE. 

l'axe  X,  à  la  caractéristique  et  à  la  droite  D,  est  rectangle 
le  long  de  l'arête  parallèle  à  la  caractéristique  (théo- 
rème 27  ) .  On  a  donc 

cos(D,  X)  =  sincrcos  (C,  D), 

et,  si  l'on  a  égard  à  l'équation  précédente, 

iicos(C,  D)  =  ucos(D,  X); 

de  sorte  que,  pour  chaque  plan  mené  par  une  même  droite 
D,  on  a 

ii  cos  (C ,  D)  =  const . 

Nous  proposerons  comme  exercice  de  démontrer  par 
l'analyse  quelqu'une  des  propositions  qui  précèdent. 
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CHAPITRE  IL 

APPLICATIONS  A  LA  GÉOMÉTRIE,  AUX  SYSTÈMES  ARTICULÉS 
ET  AUX  ENGRENAGES. 


1.  Lorsqu'une  courbe  plane  se  meut  dans  un  plan,  et 
que  l'on  connaît,  pour  l'une  de  ses  positions,  les  tangentes 
aux  trajectoires  de  deux  de  ses  points  a  et  b^  il  est  aisé, 
pour  cette  position,  de  résoudre  les  problèmes  suivants  : 

Mener  la  normale  et  la  tangente  à  la  courbe  décrite 
par  un  point  m  lié  à  la  courbe  mobile. 

Déterminer  le  rapport  des  vitesses  de  deux  points  liés 
à  la  courbe  mobile. 

Trouver  le  point  de  contact  de  la  coubre  mobile  as^ec 
son  enveloppe. 

La  solution  de  ces  problèmes  découle  immédiatement 
des  propositions  placées  sous  les  n"^  1  et  2  dans  le  chapitre 
précédent.  En  effet,  connaissant  les  tangentes  aux  trajec- 
toires des  points  a  et  ô,  on  peut  tracer  les  normales  à  ces 
trajectoires  -,  leur  intersection  sera  le  centre  instantané 
de  rotation  pour  la  courbe  mobile.  Ce  centre  étant  connu, 
il  suffira  de  le  joindre  au  point  décrivant  m  pour  avoir  la 
normale  et,  par  suite,  la  tangente  à  la  courbe  décrite  par 
ce  point.  Les  vitesses  des  différents  points  de  la  figure 
mobile  seront  entre  elles  comme  les  distances  de  ces  points 
au  centre  instantané.  La  normale  abaissée  du  même 
centre  sur  la  courbe  mobile  la  rencontrera  au  point  de 
contact  avec  son  enveloppe. 

Si  l'on  connaît  les  trajectoires  de  deux  points  a  et  b  de 
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la  figure  mobile,  on  pourra  construire  la  courbe  S'  dé- 
crite par  le  centre  instantané  sur  le  plan  fixe  du  mouve- 
ment, et  aussi  la  courbe  S"  décrite  par  le  même  centre 
sur  le  plan  mobile  de  la  première  figure  ;  dès  lors,  si  l'on 
fait  rouler  la  courbe  S''  sur  la  courbe  S'  en  entraînant  le 
point  m,  celui-ci  décrira  la  même  courbe  que  dans  le  pre- 
mier mouvement.  Ainsi  l'on  aura  un  nouveau  mode  de 
génération  pour  la  courbe  décrite  par  le  point  m. 

Enfin,  quand  ce  nouveau  mode  de  génération  est  seul 
donné,  on  peut  encore  résoudre  les  mêmes  problèmes  ;  car 
le  point  de  contact  entre  les  courbes  S'  et  S''  est  à  chaque 
instant  le  centre  instantané  de  rotation  par  rapport  à 
toute  figure  liée  à  la  courbe  S". 

Magnus,  Journal  de  Crelle,  i832,  t.  VIII,  p.  5i, 
et  t.  IX,  p.  i35. 

Appliquons  ceci  à  quelques  exemples. 

2.  On  donne  deux  courbes  fixes  S',  S",  une  courbe 
mobile  S  assujettie  à  rester  tangente  aux  deux  premières, 
et  un  point  m  lié  avec  la  courbe  S. 

Pour  mener  la  tangente  à  la  courbe  décrite  par  le 
point  7n,  il  suffit  d'élever  deux  normales  sur  la  courbe 
mobile  à  ses  deux  points  de  contact,  et  de  joindre  l'inter- 
section de  ces  normales  au  point  m  ;  cette  droite  de  jonc- 
tion sera  la  normale,  la  perpendiculaire  sera  la  tangente. 

La  courbe  S  peut  se  réduire  à  deux  droites  qui  se 
coupent  sous  un  angle  donné  ;  cliacune  des  courbes  S',  S" 
peut  se  réduire  à  un  point  fixe  par  lequel  devra  passer  la 
courbe  S  5  alors  on  a  autant  de  cas  particuliers  qui  em- 
brassent un  grand  nombre  de  courbes  auxquelles  nous 
savons  mener  les  tangentes.  Supposons,  par  exemple,  que 
S'  soit  une  hyperbole  équilatère,  S"  le  centre  de  cette 
hyperbole,  S  l'ensemble  de  deux  droites  rectangulaires  ; 
l'intersection  de  ces  droites  décrira  une  lemniscate  de 
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Jacques  BernoviUi.  On  sait  donc  mener  la  tangente  à  la 
lemniscate. 

3.  On  donne  deux  courbes  fixes  S',  S'',  une  courbe 
mobile  S,  et  deux  points  a,  m  liés  avec  cette  courbe  ;  le 
point  a  est  assujetti  à  rester  sur  la  courbe  S'^  et  la 
courbe  S  doit  constamment  toucher  la  courbe  S'^  Pour 
trouver  la  tangente  à  la  courbe  décrite  par  le  point  m,  il 
suffit  d'élever  une  normale  à  la  courbe  S'  au  point  a^  et 
de  tracer  la  normale  commune  aux  deux  courbes  S,  S'^'; 
la  ligne  qui  joint  rintersection  de  ces  deux  normales  au 
point  m  est  normale  à  la  courbe  décrite  par  ce  point,  la 
perpendiculaire  est  la  tangente.  Supposons,  par  exemple, 
que  S'  soit  une  droite,  S''  un  point  et  S  la  droite  am  ; 
alors  le  point  m  décrit  une  conchoïde.  Ainsi  l'on  sait 
construire  la  tangente  à  la  conchoïde. 

4.  On  donne  deux  axes  rectangulaires  OX,  OY,  une 
droite  mobile  ainb  de  longueur  constante  et  un  point  m 

Fig.  33.  pris  sur  cette  droite.  Si  l'on  promène 

en  même  temps  les  deux  extrémités  a 
et  b  de  la  droite  sur  les  deux  axes  OX, 
OY,  le  point  m  décrit  une  ellipse. 
Dès  lors,  il  nous  est  facile  de  con- 
struire la  tangente  à  l'ellipse.  En 
efFet,  sur  Oa  el  Ob  construisons  le 
'^  rectangle  aO^O';  O'  sera  le  centre 
instantané  de  rotation,  et,  par  conséquent,  O' ni  sera  la 
normale  à  l'ellipse,  une  perpendiculaire  sera  la  tangente. 
Dans  le  rectangle  construit,  la  diagonale  00'  est  égale 
à  l'autre  diagonale  «5,  laquelle  est  constante  5  de  là  il 
résulte  que  le  lieu  du  centre  instantané  est  un  cercle  C 
décrit  de  O  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  ab.  D'un 
autre  côté,  le  triangle  rectangle  aO' b  a  son  hypoténuse 
constante;  donc  la  courbe  décrite  par  le  centre  instan- 

I.     2*^  ÉDIT.  l5 
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taué  O',  dans  son  mouvement  relatif  autour  de  la  droite 
«Z»,  est  un  cercle  C  décrit  sur  cette  droite  comme  dia- 
mètre. Par  là  nous  voyons  que,  lorsquiin  cercle  mo- 
hile  G  roule  intérieurement  sur  un  cercle  fixe  C  de  rayon 
double,  tout  point  m,  pris  dans  le  plan  du  cercle  mo- 
bile, décrit  une  ellipse  autour  du  centre  du  cercle  fixe . 
Cette  ellipse  se  réduit  à  un  diamètre,  lorsque  le  point 
décrivant  est  situé  sur  la  circonférence  du  cercle  mobile. 
Observons  encore  que  la  perpendiculaire  O'/^,  abaissée 
du  point  O'  sur  la  doite  ab^  est  normale  à  la  courbe  en- 
veloppe de  cetLe  droite,  laquelle  courbe  a  pour  équation 

5.  Les  px'jucipes  qui  ont  servi  à  résoudre  les  problèmes 

Fig.  3/(.  pr-écédents   nous   permettent  encore 

Q,  \        de  calculer  le  rayon  de  courbure  de 

\  i    ^îr^  /        la-  courbe  que  décrit  un  point  /tî, 

ç:/  \  i    /  y°^^      lié  à  une  courbe  mobile  S",  lorsque 

JH^^v^^êr^        celle-ci  roule  sajis   elisser  sur   une 

/     /^  \       courbe  fixe  S\  située  dans  le  même 

'  \     pLan^ 

0-  Nous   n'aurons  nullement  besoin 

de  l'équation  de  la  courbe  décrite  ;  il  nous  suffira  de  con- 
naître les  rayons  de  courbure  r  et  r'  des  courbes  S'  et  S". 
Pendant  la  rotation  infiniment  petite  que  la  courbe  S^' 
effectue  autour  de  son  point  de  contact  comme  centre 
instantané  de  rotation,  nous  pouvons  substituer  aux  deux 
courbes  S'',  S' leurs  cercles  osculateurs  au  point  de  con- 
tact, et  supposer  que  le  premier  de  ces  cercles  roule  sur 
l'autre  en  entraînant  le  point  m-^  l'élément  de  la  courbe 
décrite  ne  sera  pas  altéré. 

i  j.  Soient  donc  n  le  point  de  contact  entre  les  courbes  S', 
S''^  O,  O'ies  centres  des  cercles  osculateurs  à  ces  courbes 
au  point  n. 
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Faisons  rouler  le  cercle  O'  d'une  quantité  infiniment 
petite.  Soient  n'  le  nouveau  point  de  contact,  et  m'  la 
nouvelle  position  du  point  m.  Les  droites  mn,  m'n'  sont 
deux  normales  infiniment  voisines  de  la  courbe  décrite 
par  le  point  m,  leur  intersection  c  est  le  centre  de  cour- 
bure. Supposons  que  l'arc  infiniment  petit  un'  soit  égal 
à  re;  alors  la  droite  mn  a  décrit  autour  du  point  n  un 

angle  égal  à  la  somme ] des  rotations  simultanées 


autour  des  centres  O,  O';  en  sorte  que  l'élément  mm' 

perpendiculaire  à  mn  est  égal  à  nm  s ^ —  D'ailleurs, 

si  Ton  nomme  a  et  jS  les  angles  O'nm  et  O'mn^  la  pro- 
jection un"  de  un'  sur  une  parallèle  à  mm'  a  pour  va- 
leur re  cos  a.  On  a  donc 

nie         mm'         [r  -\-  r')  nm 
'ne  nn"  rr'  cos  a 


,     >  me 

(A) 


P) 


,ic  r         cos  a  sin  ^ 

De  cette  équation  on  tire,  en  observant  que  m.n=}nc — iic^ 

—  (7-  +  /^')sin(«-|- B)         

me  z=z        .     — — '— mn . 

r'  SU!  (a  +  Bj  +7-smacosp 

Telle  est  la  valeur  du  rayon  de  courbure. 

Si  le  point  m  se  trouve  sur  le  contour  du  cei'cîe  mo- 
bile, aloi's  ,6  =:  a  et 


C'est  la  valeur  du  rayon  de  courbure  dans  une  épicycloïde. 
Lorsque  les  deux  cercles  O,  O'  ont  leurs  centres  d'un 

ï5. 
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même  côté  de  la  tangente  commune,  le  signe  de  r  seul  est 
changé. 

6.  A  l'aide  des  mêmes  principes  on  peut  encore  ré- 
soudre aisément  plusieurs  questions  particulières.  Nous 
n'en  traiterons  ici  qu'une  seule,  que  nous  aurons  l'oc- 
casion de  rappeler  plus  tard. 

Trouver  la  développée  d'une  épicjcloïde. 

Considérons  une  épicycloïde  extérieure  mm^  ;  tous  nos 

raisonnements  s'appli- 
queront sans  difficulté 
à  une  épicycloïde  in- 
térieure. Soient  O  le 
centre  du  cercle  fixe, 
r  son  rayon,  r'  celui 
du  cercle  mobile,  m  le 
point  décrivant,  ii  le 
point  de  contact,  et  np  le  diamètre  qui  passe  à  ce  point. 
Puisque  mn  est  normale  à  l'épicycloïde,  nip  est  tan- 
gente, c'est-à-dire  que  la  tangente  à  une  épicycloïde 
extérieure  est  la  droite  qui  passe  au  point  de  contact  du 
cercle  mobile  avec  le  cercle,  enveloppe  extérieure  du 
cercle  mobile  dans  ses  positions  successives.  De  là  il  suit 
que  la  droite  tnn  est  tangente  à  toute  épicycloïde  exté- 
rieure pf^i,  où  le  cercle  r  joue  le  rôle  de  cercle  enveloppe, 
pourvu  que  le  point  décrivant  f/.  se  trouve  sur  la  droite 
mn,  lorsque  le  cercle  mobile  de  cette  épicycloïde  touche 
son  enveloppe  au  point  n. 

Ceci  posé,  faisons  rouler  les  cercles  mobiles  des  deux 
épicycloïdes  mirii,  [x^j-u  de  manière  que  ces  deux  cercles 
restent  toujours  en  contact.  Soient  n'  le  nouveau  point 
de  contact,  m^  la  nouvelle  position  du  point  m,  p.i  la 
nouvelle  position  du  point  [/.,  a  l'angle  nOn'  et  p,  p'  les 
rayons  du  cercle  fixe  et  du  cercle  mobile  dans  la  nouvelle 
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épicycloïde.  On  a 


arc  /7;,/2  =  arc  mn  —  ra., 
arc  p.,  n'  =  arc  u.n  ■ —  pa, 

ou  bien,  considérant  les  angles  au  centre  sous-tendus  par 
ces  arcs  dans  les  cercles  auxquels  ils  appartiennent, 

angle  m,  «'  -^^  angle  mn  ■ -a., 

angle  p.,/?'  =  ancîle  p.«  — •  -7  =«• 

P 

Or,  puisque  le  point  pi  est,  par  hypothèse,  sur  la  droite  m«, 

angle  mn  =  angle  p.«; 

d'où  l'on  voit,  eu  égard  aux  équations  précédentes,  que 
le  point  [J-i  sera  sur  la  droite  m.^n' ^  si  Ton  a 


Cette  condition  étant  satisfaite,  la  seconde  épicycloïde 
est  la  développée  de  la  première.  On  en  conclut  que  la 
développée  d'une  épicycloïde  est  une  épicycloïde  sem- 
blable. 

7.  Nous  compléterons  ces  applications  par  l'étude  et  le 
tracé  de  quelques  machines  usuelles. 

Bielle.  —  Soit  une  bielle  AB  qui  transmet  le  mouve- 
ment d'un  balancier  OA 
à  une  manivelle  O'B,  O 
et  O'  étant  les  deux  cen- 
tres de  rotation.  Prolon- 
geons OA  et  O'B  jusqu'à 
leur  rencontre  en  C.  Le 
point  C  est  le  centre  in- 
stantané de  rotation  relatif  à  la  bielle-,  par  conséquent, 
les    différents   points   de   ce   corps   tournent  autour   du 


AC 

O'L 

BC 

~U'B 

w 

O'L 

^'  "" 

~   OA 
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centre  C  avec  des  vitesses  proportionnelles  à  leurs  distances 
à  ce  point.  Si  la  vitesse  de  l'extrémité  A  du  balancier 
est  donnée,  on  connaîtra  celle  de  tout  autre  point,  et  en 
particulier  celle  de  l'extrémité  de  la  manivelle. 

Soient  w'  la  vitesse  angulaire  de  la  manivelle,  w  celle 
du  balancier,  et  O'L  une  parallèle  au  balancier  menée 
du  centre  O'  jusqu'à  la  rencontre  de  la  bielle  prolongée. 
On  a 

M .  OA   _  AC        w  _  AC   O'B 
^TTt/B  ""  BC  '      w'  "  BC '  OA  ' 

Les  triangles  semblables  CAB,  O'LB  donnent 


Il  s'ensuit 


en  sorte  que  le  rapport  des  vitesses  angulaires  est  propor- 
tionnel à  la  distance  variable  de  la  bielle  à  l'axe  de  la  ma- 
nivelle. 

CoRioLis,  Joiirn.  de  V Ecole  Polyt.,  XXF  Cailler,  ï832. 

8.   Parallélogramme  de  Watt.  —  Soient  ODA  un  ba- 
Fig.  37.  lancier  de  machine 

à  vapeur  qui  oscille 
autour  de  l'axe  O; 
AB,  BC,  CD  trois 
tiges  formant  avec 
le  balancier  un  pa- 
rallélogramme ar- 
ticulé à  ses  quatre 
sommets;  CO'  une 
bride  articulée  en 
C,  et  mobile  au- 
tour de  l'axe  fixe  O'.  Ce  système  est  un  parallélogramme 
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articulé  de  Watt.  La  tige  du  pisiou  s'attache  en  B  par 
une  nouvelle  articulation.  La  bride  CO'  est  le  coiitre- 
halancier. 

Afin  d'étudier  la  courbe  décrite  par  le  point  B,  ache- 
vons le  parallélogramme  OABE  ;  alors  on  voit  que  le 
point  E  décrit  une  circonférence  autour  du  centre  O,  tan- 
dis que  le  point  G  décrit  une  autre  circonférence  autour 
du  centre  O'.  Ainsi  la  courbe  décrite  par  le  point  B  est  le 
lieu  d'un  point  pris  sur  une  droite  CE,  de  longueur  con- 
stante, dont  les  extrémités  parcourent  deux  circonfé- 
rences fixes.  Il  est  aisé  de  construire  ce  lieu,  en  réalisant 
sur  le  papier  le  mode  de  génération  cjue  nous  venons  d'in- 
diquer. On  obtient  une  courbe  dont  la  forme  est  ana- 
logue à  celle  d'un  8.  Elle  est  évidemment  symétrique  par 
rapport  à  la  droite  qui  joint  les  centres  des  deux  circonfé- 
rences, par  conséquent  son  point  double  se  trouve  sur 
cette  droite.  Elle  a  pour  le  moins  deux  points  d'inflexion, 
et,  si  les  proportions  sont  convenablement  choisies,  l'une 
de  ses  branches  s'écarte  peu  d'une  perpendiculaire  à  la 
ligne  OA,  en  sorte  qu'elle  est  sensiblement  rectiligne 
dans  une  certaine  étendue,  de  part  et  d'autre  de  la  ligne 
des  centres  :  c'est  pour  cette  raison  qu'on  l'a  nommée 
coiu^he  à  longue  inflexion. 

Prolongeons  les  rayons  O'C,  OE  jusqu'à  leur  ren- 
contre en  1 5  le  point  I  est  le  centre  instantané  de  rota- 
tion relatif  à  la  droite  BC  :  donc  IB  est  la  normale  à  la 
courbe  décrite  par  le  point  B,  une  perpendiculaire  est  la 
tangente. 

L'intersection  L  de  la  normale  BI  avec  le  rayon  AO  du 
cercle  décrit  par  le  point  A  est  le  centre  instantané  de 
rotation  de  la  tige  AB.  Les  vitesses  des  points  A  et  B  sont 
proportionnelles  aux  distances  de  ces  points  au  centre  L. 

Soient  p»  la  vitesse  de  l'extrémité  B  de  la  tige  du  piston 
et  w  la  vitesse  angulaire  du  balancier. 
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On  a 

V  BL 


w.AO        AL 

Or,  la  ligne  01  étant  parallèle  à  la  base  AB  du  tri- 
angle BAL, 

BL  _  BI 

ÂL  ~  AÔ  ' 

par  suite, 

(' 
-  =  Bï . 

w 

Le  rapport  de  la  vitesse  verticale  du  piston  à  la  vitesse 
angulaire  du  balancier  serait  égal  à  la  projection  hori- 
zontale de  BL 

Traçons  la  droite  OB,  et  soit  H  son  point  de  rencontre 
avec  CD.  On  a 

OH       OD 

= =:  const.  : 

OB        OA  ' 

d'où  il  suit  que  le  point  H  décrit  une  courbe  bomotbé- 
tique  à  la  courbe  décrite  par  le  point  B,  le  point  O  étant 
le  centre  d'horaotbétie.  On  profite  de  cette  propriété  pour 
fixer  au  point  H  la  tige  d'un  piston,  qui  est  ordinairement 
celui  de  la  pompe  à  air. 

Quand  on  veut  construire  un  parallélogramme  de  Watt, 
on  se  donne  à  volonté  les  positions  extrêmes  OA',  OA" 
du  balancier,  lesquelles  ne  doivent  pas  comprendre  un 
angle  très-grand.  On  se  donne  également  à  volonté,  sur 
la  direction  moyenne  du  balancier,  le  point  G,  où  passe 
la  perpendiculaire  B'B"  que  la  tige  du  piston  devra  sen- 
siblement parcourir  5  puis,  les  dimensions  du  parallélo- 
gramme étant  convenablement  clioisies,  on  trace  le  pa- 
rallélogramme dans  sa  position  moyenne  ABCD  et  dans 
ses  deux  positions  extrêmes  A'B'G'D',  A"B"C"D'',  en 
observant  de  placer  B,  B',  W  sur  la  perpendiculaire  à  la 
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droite  OA,  qui  passe  au  point  G.  Par  les  trois  points  C, 
C,  C"  on  fait  passer  un  cercle.  Le  centre  de  ce  cercle  est 
le  point  O',  autour  duquel  doit  tourner  la  bride  O'C.  Dès 
lors  tout  est  déterminé. 

Watt  se  donnait  ordinairement  le  point  G  à  égale  dis- 
lance du  point  A  et  de  la  droite  A' A";  dans  ce  cas,  le  centre 
O'  se  trouve  sur  la  droite  BC.  En  effet,  AB,  A'B'et  A"B" 
sont  alors  également  inclinées  sur  B'B"  et,  par  conséquent, 
B'  et  B"  sont  à  égale  distance  du  point  B.  D'ailleurs,  quelle 
que  soit  la  position  du  point  G.  BC  est  perpendiculaire 
sur  B'B",  et  B'C,  B"C"  sont  égales  et  également  inclinées 
sur  cette  droite;  donc  ici  BC  est  perpendiculaire  sur  le 
milieu  de  CC",  le  centre  O'  est  sur  la  di^oite  BC. 

Watt  prenait  de  plus  le  point  D  au  milieu  du  demi- 
balancier  OA  5  dans  ce  cas,  le  centre  O'  coïncide  avec  le 
point  B,  car  alors  les  parallèles  BB",  Q'G'  sont  toutes 
deux  égales  à  la  moitié  de  A' A'',  BB^C'C  est  un  parallé- 
logramme, BC  =  B'^C,  et,  puisque  B"C"  =:  BC,  on  a 

BC  =  BC. 

On  verrait  de  même  que  BC"  =  BC. 

Les  autres  proportions  de  Watt  étaient  les  suivantes  : 

3  T  3 

AB  compris  entre  -  A' A"     et     -  A' A",      0G=  -  A' A".  ' 
72  2 

De  cette  dernière  valeur  il  résulte 


3     ,    „       A' A' 
OA  =  -A'A" 


En  effet, 


2  24 


OA''=(OG-l-  GA)'=  ^-^  -f-  (OG  — GA] 


d'où 


40G.GA=^,      GA  *'^"         ^^' 
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Ces  proporlioîîs  sont  encore  celles  que  l'on  adopte  de 
préférence  anjourd'liui. 

Le  P.  Carbonnelle,  dans  un  Mémoire  qui  fait  partie 
des  Bulletins  de  V Académie  royale  de  Belgique^  t.  XX, 
i853,  s'est  proposé  le  problème  suivant  :  Trouver,  dans 
des  conditions  de  grandeur  réalisables,  les  proportions 
du  parallélogramme  de  JVatt  qui  assurent  la  plus 
grande  étendue  possible  au  mouvement  circulaire  du 
balancier  et  au  mouvement  rectiligne  de  la  tige  du 
piston,  en  même  temps  qu  elles  donnent  à  ce  dernier 
mouvement  toute  la  rectitude  dont  il  est  susceptible. 
L'auteur  arrive  par  l'analyse  aux  conclusions  que  voici  : 
Le  point  G  doit  être  situé  à  égale  distance  du  point  A 
et  de  la  droite  A' A'' 5  le  point  D  doit  être  situé  au  milieu 
du  demi-balancier  OA -,  le  côté  AB  doit  être  pris  aussi 
grand  que  la  machine  le  comporte;  le  rapport  de  la  course 
du  piston  à  la  longueur  du  demi-balancier  ne  doit  pas 
dépasser  une  certaine  limite. 

Ces  résultats  de  l'analyse  justifient  admirablement  les 
règles  de  Watt,  qui  n'étaient  d'abord  fondées  que  sur  des 
tâtonnements  nombreux. 

Observons  que,  pour  faire  décrire  à  la  tige  du  piston 
une  courbe  à  longue  inflexion ,  il  n'est  pas  besoin  d  un 

pai-allélogramme  complet.  En 
effet,  soient  OA  le  balancier 
'-^^  qui  tourne  autour  de  l'axe  O, 
et  BAC  une  tige  articulée  en 
B,  A  et  C  avec  la  tige  du  pis- 
ton, le  balancier  et  une  bride 
qui  tourne  autour  de  Taxe 
fixe  O'.  Les  points  A  et  C  de  la  tige  seront  assujettis  à  se 
mouvoir  sur  deux  circonférences  fixes-,  par  conséquent, 
le  point  B  décrira  une  courbe  à  longue  inflexion.  L'ap- 
pareil ainsi  construit  se  nomme  parallélogramme  simple. 
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Pour  le  tracer,  on  marque  la  position  moyenne  et  les 
positions  extrêmes  du  point  C,  comme  s'il  s'agissait  du 
parallélogramme  de  Walt 5  puis  on  fait  passer  un  cei'cle 
par  ces  trois  positions  ^et  l'on  prend  le  centre  de  ce  cercle 
pour  projection  O'  de  l'axe  du  contre-balancier, 

9.    Coulisse   de  Stéphenson.   —  On   nomme  ainsi  le 
mécanisme  employé  dans  les  locomotives  et  dans  les  ma- 


chines d'extraction  des  mines,  pour  changer  à  volonté  le 
sens  du  mouvement  en  faisant  varier  la  position  du  tiroir. 

La  tige  du  tiroir  est  assujettie  à  rester  dans  la  direc- 
tion TE  c[ui  passe  par  le  centre  O  de  l'arbre  moteur.  Son 
extrémité  E  porte  un  bouton  ou  coulisseau  qui  s'engage  à 
frottement  doux  entre  les  deux  lames  parallèles  d'une  cou- 
lisse BB'.  Celle-ci  reçoit  de  l'arbre  moteur  un  mouvement 
oscillatoire  au  moyen  de  deux  bielles  BA,  B' A',  articulées 
en  B,  B',  qui  embrassent  deux  excentriques  montés  l'un  à 
côté  de  l'autre  sur  l'arbre  moteur,  dans  des  directions  à 
peu  près  opposées. 

On  voit  que  le  tiroir  est  commandé  par  la  bielle  AB 
ou  par  la  bielle  A'B',  suivant  que  sa  tige  est  engagée  vers 
l'une  ou  l'autre  des  extrémités  de  la  coulisse. 
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Un  levier  coudé  GLH,  mobile  autour  de  l'axe  fixe  L, 
soutient  la  coulisse  par  rintermédiaire  d'une  lige  GD 
articulée  à  ses  deux  extrémités. 

Si  le  mécanicien  vient  à  tirer  la  tringle  HM,  il  abaisse 
la  coulisse  et  fait  mouvoir  le  tiroir,  en  même  temps  que 
la  bielle  AB  s'approclie  de  la  tige  TE  et  vient  la  comman- 
der. Le  sens  du  mouvement  peut  être  changé. 

Clierclions  le  centre  instantané  de  rotation  de  la  cou- 
lisse et  la  vitesse  de  la  tige  du  tiroir. 

Nous  remarquons  d'abord  que  le  point  d'attache  D 
entre  la  coulisse  et  le  levier  ne  peut  que  décrire  un  cercle 
autour  du  point  G.  Il  s'ensuit  que  le  centre  instantané  de 
rotation  de  la  coulisse  est  situé  sur  la  droite  GD. 

Soit  I  ce  centre  ; 

Soient  A,  A'  les  centres  des  excentriques;  ces  points 
peuvent  être  considérés  comme  appartenant  aux  bieilles 
AB,  A'B'. 

JNommons  encore  r  la  distance  OA  ou  OA'  du  centre 
de  l'arbre  au  centre  de  l'excentrique  5 

M  la  vitesse  angulaire  de  l'arbre-, 

u  ei  v'  les  vitesses  des  points  B  et  B'. 

Dans  un  mouvement  infiniment  petit  du  système,  le 
point  A  se  meut  sur  une  perpendiculaire  au  rayon  OA;  le 
point  B,  qui  appartient  à  la  coulisse,  se  meut  pei'pendicu- 
lairement  à  la  droite  IB.  Le  centre  instantané  de  rotation 
de  la  bielle  AB  est  donc  à  l'intersection  F  des  deux 
droites  OA,IB.  Les  vitesses  des  points  B  et  A  sont  entre 
elles  dans  le  rapport  des  distances  BF  et  AF;  c'est-à-dire 
que  nous  avons 

BF 

V  =  wA  —  : 


(I) 

de  même. 


B'F' 
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Ces  vitesses  des  points  B  et  B'  de  la  coulisse  sont  entre 
elles  comme  les  distances  de  ces  points  au  centre  I, 

BF.A'F'_IB 
^^^  AF-B'F'  ~~  IB'' 

Cette  relation  nous  prouve  que  la  ligne  10  passe  par 
le  point  de  rencontre  K  des  deux  bielles  prolongées.  En 
effet,  si  nous  menons  les  droites  IC,  IC  parallèles  à  OA, 
OA'  jusqu'à  la  rencontre  des  directions  des  bielles ,  les 
triangles  semblables  BFA  et  BIC  nous  donnent 

(3) 

de  même. 


BF 

IB 

ÂF 

""ÏG' 

B'F' 

IB' 

A' F' 

~IG' 

d'où  l'on  voit  que  la  relation  (2  )  se  réduit  à  l'égalité 

IC  =  IC', 

qui  entraine  évidemment  la  conséquence  annoncée, 
puisque  les  triangles  CIC  et  AOA'  ont  leurs  côtés  paral- 
lèles deux  à  deux. 

Ze  centre  instantané  de  rotation  de  la  coidisse  est  à 
r intersection  de  la  tige  de  suspension  et  de  la  droite  qui 
joint  le  centre  de  V arbre  au  point  de  rencontre  des  bielles 
prolongées. 

La  vitesse  du  point  E  de  la  bielle  est  à  la  vitesse  u  du 
point  B  dans  le  rapport  de  lE  à  IB.  D'après  les  rela- 
tions (i)  et  (3),  sa  valeur  est 

lE 

La  composante  de  cette  vitesse  parallèle  à  TE  est  la  vi- 
tesse Y  de  la  tige  du  tiroir.  Kous  aurons  sa  valeur  en 
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remplaçant  dans  la  valeur  précédente  la  droite  lE  par  sa 
projection  PE  sur  la  direction  de  la  tige^ 

V  =  w  /•  —  • 
IG 

10.  Tracé  des  engrenages  plans.  ■ — :  Un  arbre  de  ma- 
cliine  étant  animé  d'un  mouvement  de  rotation  quel- 
conque, on  propose  de  transmettre  ce  mouvement  à  un 
arbre  parallèle,  par  un  seul  système  de  roues  dentées,  de 
manière  que  les  vitesses  angulaires  des  deux  arbres  .soient 
à  chac[ue  instant  dans  un  rapport  donné.  Tel  est  le  pro- 
blème des  engrenages  plans. 

Les  roues  seront  deux  cylindres  parallèles,  qui  auront 
pour  axes  de  rotation  les  arbres  réduits  à  des  droites.  Il 
s'agit  dé  déterminer  les  bases  de  ces  cylindres,  sur  un 
même  plan  perpendiculaire  aux  axes,  de  manière  qu'elles 
puissent  rester  tangentes  l'une  à  l'autre,  en  tournant  au- 
tour de  leurs  centres  avec  des  vitesses  angulaires  qui  soient 
dans  un  rapport  donné, 

Soient  O,  O'  les  pieds  des  axes  sur  le  plan  des  bases; 
Fig.  4o.  ce  sont  ces  deux  points  que  nous 

nommons  les  centres  des  bases. 
Prenons  sur  la  droite  indéfinie  00' 
un  point  A  dont  les  distances  aux 
deux  centres  soient  dans  le  rapport 
V  inverse  des  vitesses  angulaires  coi^- 
respondantes.  De  O  et  O'  comme 
centres,  avec  OA  et  O'A  pour 
rayons,  décrivons  deux  circonférences -,  elles  seront  tan- 
gentes, et  si  elles  tournent  autour  de  leurs  centres  avec 
des  vitesses  angulaires  dans  le  rapport  donné,  il  est  clair 
qu'elles  rouleront  l'une  sur  l'autre  sans  glisser.  Seulement, 
comme  le  point  A  admet  deux  positions,  l'une  extérieure 
à  la  droite  finie  00',  l'autre  intérieure,  dans  la  première 
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position  les  circonférences  tourneront  dans  le  même  sens, 
et  clans  la  seconde  position  elles  tourneront  en  sens  con- 
traire. La  première  construction  convient  à  un  engre- 
nage intérieur^  et  la  seconde  à  un  engrenage  extérieur. 
Comme  ce  dernier  genre  est  le  plus  employé,  nous  le  con- 
sidérerons seul.  Au  reste,  tout  ce  que  nous  dirons  pourra 
s'appliquer  aux  engrenages  intérieurs,  sans  autre  modi- 
fication qu'un  changement  de  direction. 

Les  circonférences  que  nous  venons  de  construire  se 
nomment  les  circonférences  primitives  de  l'engrenage.  Il 
nous  reste  à  tracer  les  dents  de  ces  circonféixnces  par  îa 
condition  que  deux  dents,  primitivement  en  contact,  res- 
tent tangentes,  lorsqu'on  fait  rouler  les  circonférences 
Tune  sur  l'autre.  On  peut  même  supposer  que  l'une  des 
circonférences  reste  immobile,  pendant  qne  l'autre  roule 
en  entraînant  son  centre  ;  car  rien  ne  sera  changé  à  la  po- 
sition relative  des  deux  figures. 

Ici  le  problème  devient  indéterminé 5  car  on  peut  se 
donner  à  volonté  une  courbe  M'N'  liée  à  la  circonfé- 
rence O',  déterminer  l'enveloppe  MN  de  cette  courbe 
lorsque  la  circonférence  O'  roule  sur  la  circonférence  O5 
et  alors,  si  l'on  regarde  M'N'  comme  le  profil  de  la  dent 
de  la  première  circonférence,  il  est  clair  que  MN  sera  le 
profil  delà  dent  de  la  seconde  circonférence. 

Dans  ce  roulement  de  la  circonférence  O'  sur  la  cir- 
conférence O,  supposée  immobile,  le  centre  instantané  de 
rotation  est  le  point  de  contact  A;  par  conséquent,  la 
normale  abaissée  de  ce  point  sur  la  courbe  M'N'  la  ren- 
contre en  un  point  de  la  courbe  enveloppe  MN.  De  là  ré- 
sulte une  construction  très-simple  de  l'enveloppe  MN  : 
des  différents  points  C,  E',  etc.,  de  la  circonférence  O' 
abaissez  des  normales  CD',  E'F',  etc.,  sur  îa  courbe 
M'N',  et  mesurez  les  angles  y,  s,  etc.,  sous  lesquels  ces 
normales  coupent  îa  circonférence.  A  partir  du  point  de 
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contact  A,  portez  sur  la  circonférence  O  des  arcs  AC, 
AE,  etc.,  respectivement  égaux  aux  arcs  AC,  AE',  etc.; 
par  les  extrémités  des  arcs  construits,  menez  des  droites 
qui  coupent  la  circonférence  O  sous  les  angles  y,  £,  etc., 
et  portez  sur  ces  droites  des  longueurs  CD,  EF,  etc., 
égales  à  CD',  E'F',  etc.  Les  points  D,  F,  etc.,  appar- 
tiendront à  la  courbe  MN.  On  déterminera  de  cette  ma- 
nière autant  de  points  cjue  l'on  voudra. 

La  construction  précédente  peut  être  abrégée:  car,  si 
l'on  observe  que  les  droites  CD,  EF,  etc.,  sont  normales 
à  l'enveloppe  MN,  on  voit  que,  pour  tracer  cette  courbe, 
il  suffit  de  décrire  des  circonférences  de  C,  E,  etc.,  comme 
centres,  avec  des  rayons  égaux  à  CD,  EF,  etc.,  puis  de 
tracer  la  courbe  qui  enveloppe  toutes  ces  circonférences  : 
ce  sera  la  courbe  cherchée. 

Appliquons  cette  construction  générale  à  quelques  en- 
grenages les  plus  employés. 

11.  Engrenage  à  lanterne.  —  Dans  ce  système  d'en- 
pj     /,^  grenages,  l'une  des  roues  est 

formée  de  deux  tourteaux  TT', 
réunis  par  des  fuseaux  cylin- 
driques égaux  F,  F,  parallèles 
à  l'arbre  et  rangés  en  cercle 
autour  de  cette  droite. 

Ainsi,  les  dents  de  la  cir- 
conférence O'  sont  de  petits 
cercles  égaux  M'N',  dont  les  centres  sont  situés  à  des  dis- 
lances égales  sur  la  circonférence  primitive. 

Soit  I  le  centre  d'un  de  ces  petits  cercles.  Lorsque  la 
circonférence  O'  roule  sur  la  circonférence  fixe  O,  le 
point  I  décrit  une  épicycloïde,  la  normale  à  cette  épicy- 
cloïde  est  aussi  normale  au  cercle  M'N'.  Par  conséquent 
le  profil  MN    de  la  dent   correspondante  est  la  courbe 
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que  l'on  obtient  en  portant  sur  les  normales  à  l'épicycloïde 
décrite  par  le  point  I  des  longueurs  égales  au  rayon  du 
petit  cercle  M'N'. 

On  énonce  d'ordinaire  ce  résultat  en  disant  que  les 
dents  correspondant  aux  fuseaux  ont  pour  profils  des  dé- 
veloppantes d'épicycloïdes.  Il  est  clair,  en  effet,  que  ces 
profils  ont  même  développée  que  l'épicycloïde  décrite  par 
le  point  I5  et  comme  cette  dernière  courbe  a  pour  déve- 
loppée une  autre  épicycloïde  (n°  6),  il  en  résulte  que  les 
profils  sont  des  développantes  de  cette  seconde  épicy- 
cloïde. 

Le  lieu  que  décrit  dans  l'espace  le  point  de  contact  de 
deux  dents  conjuguées  est  un  limaçon  de  Pascal. 

Quand  la  lanterne  est  la  roue  motrice,  le  fuseau  ne 
peut  conduire  la  dent  conjuguée  qu'autant  que  le  point 
de  contact  des  deux  dents  n'a  pas  encore  dépassé  la  ligne 
des  centres  00'. 

Si  la  lanterne  est  la  roue  conduite,  le  fuseau  n'est  con- 
duit par  la  dent  conjuguée  qu'après  que  le  point  de  con- 
tact a  dépassé  la  ligne  des  centres, 

12.   Engrenage  àjlanc.  —  Engrenage  à  épicjcloïdes. 
Fig.  42.  —  Les  profils  des  dents  de  l'une 

des  circonférences  primitives  sont 
ses  propres  rayons. 

Soit  O'M'  un  rayon  de  la  cir- 
conférence O',  qui  est  profil  d'une 
dent.  Amenons  l'extrémité  M'  au 
point  de  contact  des  deux  circon- 
férences primitives,  puis  faisons 
rouler  la  circonférence  O'  sur  la 
circonférence  O  supposée  fixe.  Nommons  O',,  M',  les 
nouvelles  positions  de  O',  M',  et  A  le  nouveau  point  de 
contact.  Sur  0',A  comme  diamètre,  décrivons  une  cir- 

I.     2®  ÉDIT.  jg 
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conférence,  et  soit  O"  son  centre.  Cette  circonférence 
coupe  le  rayon  O'^  M'^  en  un  point  M  qui  appartient  au 
profil  cherché  de  la  dent  correspondante,  et  comme 
l'angle  AO''M  est  double  de  l'angle  AO',  M', ,  l'arc  AM 
est  égal  à  l'arc  AM', .  De  là  il  suit  que,  si  Von  fait  rouler 
en  même  temps  les  circonférences  O',  O"  sur  la  circonfé- 
rence O,  en  leur  conservant  toujours  le  même  point  de 
contact,  le  point  M  où  le  flanc  touche  la  dent  correspon- 
dante restera  fixe  sur  la  circonférence  O'';  ce  point  dé- 
crira donc  le  profil  de  la  dent  correspondante  au  flanc. 
Ainsi,  la  courbe  cherchée  est  une  épicycloïde. 

Ceci  n'est  qu'un  cas  particulier  d'un  théorème  plus 
général.  Dans  l'intérieur  de  la  circonférence  O'  faisons 
rouler  une  circonférence  O",  et  prenons  pour  profil  des 
dents  de  la  première  circonférence  l'épicycloïde  décrite 
par  un  point  M  de  la  seconde.  Le  profil  des  dents  corres- 
pondantes sur  la  circonférence  O  sera  l'épicycloïde  que 
décrirait  le  point  M  si  la  circonférence  O"  roulait  exté- 
rieurement sur  la  circonférence  O.  En  ellet,  supposons 
que  les  circonférences  O',  O"  roulent  simultanément  sur 
la  circonférence  O  supposée  fixe,  de  manière  à  avoir  tou- 
jours le  même  point  de  contact.  Dans  ce  mouvement,  le 
point  M  décrira  sur  le  plan  mobile  de  la  circonférence  O' 
l'épicycloïde  donnée^  et  sur  le  plan  fixe  de  la  circonfé- 
rence O  une  épicycloïde  qui  enveloppe  la  premièie  dans 
ses  diverses  positions.  L'engrenage  à  flanc  est  le  cas  par- 
ticulier où  l'épicycloïde  donnée  se  réduit  à  un  diamètre 
{n«4). 

Dans  le  mouvement  réel  de  l'engrenage,  les  circonfé- 
rences O,  O',  O"  i^oulent  encore  l'une  sur  l'autre  en  se 
touchant  au  même  point,  mais  leurs  centres  restent 
fixes.  11  en  résulte  que  la  circonférence  O''  est  dans  l'es- 
pace le  lieu  des  points  de  contact  des  dents  correspon- 
dantes. 
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De  Dième  que  dans  l'engrenage  à  lanterne,  la  conduite 
n'a  lieu  que  d'un  seul  côté  de  la  ligne  des  centres. 

J  3 .  Engrenage  à  déi^eloppantcs  de  cercle.  —  Le  profil 
M'N'  de  la  dent  d'une  circonférence 
primitive  O  est  une  développante  d'un 
cercle  concentrique  N'B', 

Faisons  rouler  la  circonférence  O' 
sur  la  circonférence  O,  supposée  fixe. 
La  normale  menée  du  point  de  con- 
tact A  à  la  développante  M'N'  est  né- 
cessairement tangente  au  cercle  N'B', 
d'où  il  suit  qu'elle  coupe  la  circonférence  O  sous  un 
angle  constant,  et  qu'elle  enveloppe  un  cercle  NB  con- 
centrique à  cette  circonférence.  De  plus,  cette  même 
droite  est  normale  au  profil  MN  de  la  dent  de  la  circon- 
férence O  ;  donc  ce  profil  est  une  développante  du  cercle 
NB.  Ainsi,  les  profils  des  deux  dents  correspondantes  sont 
des  développantes  de  deux  cercles  N'B',  NB  concentriques 
aux  circonférences  primitives  O',  O  et  de  rayons  propor- 
tionnels à  ceux  des  circonférences. 

Dans  le  mouvement  réel  de  l'engrenage,  la  normale 
commune  aux  deux  profils  MN,  M'N'  reste  fixe  dans  l'es- 
pace; par  suite,  elle  est  le  lieu  des  points  de  contact  entre 
deux  dents  correspondantes. 

Ce  système  d'engrenage  jouit  de  trois  propriétés  assez 
remarquables  : 

Si  les  dents  s'usent  d'épaisseurs  égales  sur  tout  leur 
contour,  elles  se  correspondront  encore  rigoureusement. 
Si  l'on  fait  varier  la  distance  des  arbres,  les  dents  con- 
struites pour  une  certaine  distance  ne  cesseront  pas  d'être 
rigoureusement  correspondantes. 

Deux  roues  à  développantes  de  cercle,  choisies  à  volonté, 
peuvent  engrener  ensemble.  Il  s  ensuit  qu'une  même  roue 

i6. 
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motrice  peut  conduire  plusieurs  roues  et  leur  donner  des 
vitesses  de  rotation  différentes. 


14.    Une  conrhe  S  roule  sur  une  courbe  S'  et  entraîne 


Fig.  4/i. 


dans  son  mouvement  une 
courbe  S"  liée  as^ec  elle. 
Celle-ci  enveloppe  dans  son 
mouvement  une  quatrième 
courbe  S'". 

Soient  : 

7",  7'',  r",  r'"  les  rayons  de 
courbure  des  quatre  courbes 
aux  points  de  contact  simul- 
tanés ; 

O,  O',  O^  O'"  les  centres 
de  courbure ^ 

m  le  point  de  contact  des 
courbes  S,  S'; 

a  la  distance  mm'; 

6  l'angle  OmO". 


Démontrer  qu'oit  a  la  relation 


^} 


Le  mouvement  élémentaire  des  courbes  mobiles  S,  S" 
est  une  rotation  autour  du  centre  instantané  tîi,  qui  fait 
parcourir  au  point  de  contact  sur  chacune  des  deux  courbes 
deux  arcs  élémentaires  égaux  mm^ ,  mm\ . 

Dans  ce  mouvement,  la  normale  Omi  de  la  courbe  S 
vient  se  placer  sur  le  prolongement  de  la  normale  O'/n', 
à  la  courbe  S'-,  et  la  normale  0"m^  de  la  courbe  S"  vient 
prendre  la  direction  de  la  normale  0"'m\  à  la  courbe  S'". 
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Les  angles  décrits  par  ces  deux  normales  sont  égaux, 
puisque  ces  deux   lignes  sont  entraînées  dans  le  même 


mouvement  de  la  figure  mobile. 


L'angle  que  décrit  Om^  est  égal  à  la  somme 

wO  w,  -f-  mO'  m\ 


OU 


mm, 


r 


L'angle  que  décrit  0"mi  est  la  somme 
mO" /J2,  -h  mO" m\. 


qui  a  pour  valeur 


mm,  cosQ        mm.  cosQ 


La  formule  proposée  s'ensuit. 

Cette  formule  est  due  à  Savary.  Elle  exprime  que  les 
droites  00'',  O'O"'  se  coupent  sur  la  perpendiculaire  éle- 
vée au  point  ui  à  la  droite  0''0''',  et  donne  par  là  une 
méthode  très-simple  pour  trouver  un  des  quatre  centres 
de  courbure  quand  les  trois  autres  sont  connus. 

15.  Joint  universel  ou  joint  de  Cardan.  —  Un  axe  A 
Fis-  45-  est  terminé  par  une  fourchette  dont 

}      les  extrémités  sont  articulées  sur  un 
"1       anneau  aux  bouts  d'un  diamètre  BC. 
'       Un  second  axe  A'  est  articulé  de  la 
même  manière  sur  le  même  anneau 
aux    extrémités   d'un   diamètre   B  C 
perpendiculaire  à  BC. 

Cet  assemblage  permet  aux  deux 
axes  de  se  mouvoir  librement  dans  toutes  les  directions 
autour  du  centre  de  l'anneau,  qui  est  leur  point  de  con- 
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cours  obligé.  Si  l'on  maintient  les  axes  dans  des  direc- 
tions fixes,  et  que  l'on  fasse  tourner  l'un  d'eux  sur  lui- 
même,  l'autre  devra  forcément  prendre  une  rotation  qui, 
en  général,  ne  sera  pas  égale  à  celle  du  premier. 

Cherchons  la  relation  qui  lie  les  vitesses  de  rotation 
simultanées  co,  w'  de  ces  deux  ax^s  A,  A'  de  directions 
fixes. 

Dans  ce  mouvement  de  rotation,  les  points  B,  B',  C,  C 
restent  sur  la  sphère  qui  a  pour  centre  et  pour  rayon  le 
centre  et  le  rayon  de  l'anneau.  Les  points  B  et  C  sont 
assujettis  à  se  mouvoir  sur  le  grand  cercle  dont  le  plan  est 
perpendiculaire  à  l'axe  A.  De  même,  les  points  B',  C'ne 
peuvent  se  mouvoir  que  sur  le  grand  cercle  perpendicu- 
laire à  l'axe  A'.  Enfin,  les  points  B,  B',  dont  le  mouve- 
ment nous  fera  connaître  les  rotations  des  axes,  sont  as- 
sujettis à  rester  à  une  distance  l'un  de  l'autre  égale  au 
quart  d'un  grand  cercle. 

On  voit  que  la  question  est  ramenée  au  problème  sui- 
vant : 

Un  arc  de  grand  cercle  BB',  égal  au  quart  de  la  cir- 
conjêrence,  se  meut  sur  une  sphère  en  appujant  con- 
stamment ses  extrémités  sur  deux  grands  cercles  fixes 
PB,  PB'.  Trouver  le  rapport  des  vitesses  co,  w'  de  ses 
deux  extrémités. 

D'après  le  théorème  4  du  chapitre  précédent,  le  mou- 
vement élémentaire  de  l'arc  mobile  est  une  rotation  au- 
tour d'un  pôle  instantané  I,  qui  se  trouve  à  l'intersection 
de  deux  arcs  de  grands  cercles  perpendiculaires  sur  les 
trajectoires  BP,  B'P  aux  points  B,  B'.  Les  vitesses  de  ces 
points  sont  entre  elles  comme  les  distances  de  ceux-ci  au 
diamètre  de  la  sphère  qui  aboutit  au  pôle  I  : 

w        sinBI 
w'       sinB'I 
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Les  propriélés  des  triangles  spliériques  donnent 

sinKI  _  sinBB'I  _  cosBB'P 
sinB'I  ~  sinB'BI  "  cosB'BP  ' 

et,  en  nommant  |3  et  /3'  les  arcs  PB  et  PB', 
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Il  s'ensuit 


cosp  =  sinp'cosBB'P, 
cosp'=  sinp  cosB'BP. 

w         sin?.  p 
w'       sin2p' 


On  peut  exprimer  ce  rapport  eu  fonction  d'une  seule  va- 
riable j3. 

Soit  P  l'angle  BPB',  qui  est  l'angle  des  axes  ou  son 
supplément. 

On  a 

cotp  cotp'=  —  cosP, 
et,  par  suite, 

0)  I  —  sin^p  sin'^P 

m'  cos  P 

Ce  rapport  devient  infini  quand  P  devient  égal  à  un 
angle  droit;  alors  la  transmission  est  impossible. 

16.    Une  figure  plane  se  meut  dans  un  plan;  on  con~ 
Fig.  46,  naît,  à  un  instant  donné,   le  centre 

instantané  de  rotation  C  et  les  cen- 
tres de  courbure  O,  O'  des  courbes 
décrites  par  deux  des  points  de  la 
figure  m,  m' .  Trouver  le  rayon  de 
courbure  de  la  courbe  décrite  par  un 
troisième  point  m" . 

Soient  : 

O"  le  centre  de  courbure  de  la  troisième  courbe; 
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/•,  7',  r"  ies  rayons  de  courbure  O/??,  O'/n',  O" m" -^ 
p,  p\  p"  les  distances  mC,  m'Q^  /r^^'C", 
c  la  position  infiniment  voisine  du  centre  instantané; 
M,  m',  u"  les  angles  OCc,  O'Cc,  O^'Cc. 

En  exprimant  que  les  arcs  décrits  sont  proportionnels 
aux  longueurs  des  normales  abaissées  du  centre  instan- 
tané, on  obtient  les  relations  ' 

P{r  +  p)         P'{r'  +  p')  . 
r  sinH  r'  siria' 

P'{r'  +  p')  _  P"[r"-^p") 


r   sinw 


Comme  on  connaît  la  différence  a  —  «',  la  première  re- 
lation fera  connaître  11  et  u' \  alors  on  aura  la  direction 
Ce  et,  par  suite,  l'angle  u" .  Substituant  les  valeurs  des 
angles  n'  et  u"  dans  la  seconde  relation,  on  en  tirera  la 
valeur  du  rayon  de  courbure  r" . 

On  pourra  calculer  aisément  par  cette  méthode  le  rayon 
de  courbure  de  la  courbe  à  longue  inflexion  et  celui  de 
plusieurs  autres  courbes  intéressantes. 

Arnoux,  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique, 
XXXV''  Cahier,  p.  109. 

47.  Soient  O,  O',  O"  trois  circonférences  tangentes  au 
même  point  m,  et  telles  que  le  rayon  de  la  troisième  soit 
égal  à  la  somme  des  rayons  des  deux  autres. 

Supposons  d'abord  que  les  deux  premières  circonfé- 
rences roulent  successivement  et  en  sens  contraires  dans 
l'intérieur  de  la  troisième.  Le  point  ttz,  considéré  comme 
appartenant  à  chacune  des  circonférences  mobiles,  dé- 
crira la  même  épicjcloïde  dans  les  deux  mouvements. 

Supposons  maintenant  que  la  circonférence  O  roule 
sur  l'extérieur  de  la  circonférence  O',  puis  que  la  circon- 
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férence  O''  roule  intérieurement  et  dans  le  même  sens  sur 
la  même  circonférence  O'.  Le  point  m,  dans  ces  deux 
mou\^emcnts^  décrira  la  même  épicycloïde  extérieure  à 
la  circonférence  O'.  Démontrer  ces  théorèmes. 

Ceci  montre  cju'on  u'a  jamais  à  considérer  que  deux 
sortes  d'épicycloïde. 

EULER. 

18.  Deux  circonférences  égales  0,0'  se  coupent  à  angle 
droit,  et  une  droite  mobile  égale  à  la  distance  des  centres 
appuie  constamment  ses  extrémités  sur  les  deux  circonfé- 
rences. Montrer  que  le  point  milieu  de  cette  droite  décrit 
une  lemniscate  de  Jacques  Bernoulli,  ;-=  2cos2  0,  dont 
les  foyers  sont  les  centres  des  deux  circonférences. 

Conservons  la  même  circonférence  O  et  la  même  droite  ; 
mais  remplaçons  la  circonférence  O'  par  une  autre  cir- 
conférence concentrique  qui  passe  au  centre  de  la  circon- 
férence O.  Alors  un  point  pris  sur  le  prolongement  de 
la  droite,  à  une  dis  lance  de  l'extrémité  égale  à  la  lon- 
gueur même  de  la  droite,  décrira  une  lemniscate  de 
Jacques  Bernoulli ^  mais  cette  fois  le  centre  de  la  cir- 
conférence O  sera  le  centre  de  la  courbe,  tandis  que 
celui  de  Vautre  circonférence  sera  toujours  Vun  des 
foyers. 

On  voit  par  là  que  la  lemniscate  est  un  cas  particulier 
de  la  courbe  à  longue  inflexion. 

Carbonnelle,  Bulletin  d",  l'Acacl.  de  Belgique,  t.  XX,  u"  5. 

19.  On  suppose  deux  hyperboles  équilatères  égales, 
et  qui  ont  d/'abord  la  position  d^ hyperboles  conjuguées. 
L'une  d^ elles  restant  fixe,  on  f eut  louler  V autre  sur  la 
première.  Alors  le  centre  de  Vhyperbole  mobile  décrit 
une  lemniscate  de  Jacques  Bernoulli^  dont  les  foyers 
coïncident  avec  ceux  de  V hyperbole  fixe. 
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On  établira  ce  théorème  par  la  méthode  euiployée  au 
n°  4,  en  montrant  que,  dans  le  premier  des  deux  modes 
de  génération  indiqués  au  numéro  précédent,  le  centre 
instantané  de  la  droite  mobile  décrit  une  hyperbole  équi- 
latère,  soit  dans  son  mouvement  absolu,  soit  dans  son 
mouvement  relatif  autour  de  la  droite  mobile. 


DYNAMIQUE. 


CHAPITRE   PREMIER. 

CHOC  DE  SPHÈRES  HOMOGÈNES  SANS  FROTTEMENT. 


Imaginons  que  deux  sphères  homogènes  et  de  même 
matière,  qui  se  meuvent  suivant  la  droite  qui  joint  leurs 
centres,  viennent  à  se  choquer  l'une  contre  l'autre. 

Soient  : 

7n,  m' les  masses  respectives  de  ces  deux  corps  *, 

II,  II'  leurs  vitesses  avant  le  choc; 

p»,  u'  leurs  vitesses  après  le  choc; 
ces  vitesses  étant  comptées  positivement  dans  une  direc- 
tion et  négativement  dans  la  direction  contraire. 

On  a  toujours  Téquation 

(A)  rn[u—v)z=m'{v'  —  u'). 

Si  les  deux  corps  sont  complètement  dépourvus  d'élas- 
ticité, cette  équation  suffit  pour  déterminer  leur  mou- 
vement après  le  choc;  car  ces  deux  corps,  après  s'être 
rencontrés,  marcheront  ensemble  et  ne  formeront,  pour 
ainsi  dire,  qu'un  seul  corps.  Quand  les  corps  ont  quelque 
élasticité,  il  convient  de  distinguer  deux  périodes  dans  la 
durée  du  choc  :  pendant  la  première  les  centres  de  gra- 
vité se  rapprochent,  et  pendant  la  seconde  les  centres  de 
gravité  s'éloignent.  Si  la  pression  mutuelle  qui  s'exerce 
entre  les  deux  corps  a  des  valeurs  égales  pendant  les  deux 
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périodes  pour  une  même  distance  des  centres  de  gravité, 
les  corps  sont  dits  parfaitement  élastiques.,  et  dans  ce  cas 
la  seconde  équation  du  mouvement  est  — 

v'  —  (•  =  M  —  u' . 

Lorsque  les  corps  n'ont  qu'une  élasticité  imparfaite, 
comme  cela  a  lieu  généralement  dans  tous  les  corps  de  la 
nature,  la  question  devient  beaucoup  plus  difficile,  et 
l'état  actuel  de  nos  connaissances  sur  les  réactions  molé- 
culaires ne  nous  permet  pas  de  la  résoudre  complètement. 
Cependant  on  admet  que  la  quantité  de  mouvement 
rendue  à  l'un  quelconque  des  corps,  dans  la  seconde  pé- 
riode du  choc,  est  égale  au  produit  d'une  quantité  e, 
comprise  entre  zéro  et  l'unité  et  constante  pour  un  même 
corps,  par  la  quantité  de  mouvement  qui  serait  restituée 
si  le  corps  était  parfaitement  élastique.  Alors  ou  a  l'équa- 
tion 


Cette  formule,  donnée  d'abord  par  Newton  (*),  concorde 
assez  bien  avec  les  résultats  de  l'observation.  En  effet, 
d'après  une  série  d'expériences  faites  par  Hodgkinson  i^^) , 
la  quantité  e  ne  diminue  que  lentement  à  mesure  que  la 
vitesse  relative  des  deux  corps  avant  le  choc  augmente, 
et  même  cettequantité  estsensiblement  constante  lorsque 
la  vitesse  relative  est  considérable. 

Nous  adopterons  donc  cette  formule  (B),  et  nous  re- 
marquerons qu'il  suffit  d'y  poser  e=  i  pour  avoir  l'équa- 
tion rigoureuse  qui  convient  aux  corps  parfaitement  élas- 
tiques 5  tandis  que,  si  l'on  y  faite=o,  on  a  l'égalité 
v'  =  V  qui  convient  aux  corps  privés  d'élasticité.  Lenom- 


(*)  Principia,  Axiomata,  lex  III,  schoî. 

(**)  Reports  nf  ihe  Dristish  Association  Jor  the  Advancement  oj"  Science, 
vol.  III,  p.  534. 
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bre  e  sera  pour  nous  la  mesure  de  l'élastielté.  Il  est  d'ail- 
leurs aisé  de  le  déterminer  expérimentalement  pour  un 
corps  donné;  car^  si  nous  supposons  que  u'  soit  nul  et 
que  la  masse  m  puisse  être  négligée  vis-à-vis  de  la  masse 
?7z',  les  équations  (A)  et  (B)  nous  donnent 

i>'  —  V  z=z  eu, 
ç'  =  u'  ^  o; 
d'où 

(C)  v=  —  cu. 

C'est-à-dire  que  le  plus  petit  des  deux  corps  acquerra,  par 
l'effet  du  choc,  une  vitesse  rétrograde  dont  le  rapport  avec 
la  vitesse  primitive  est  égal  au  nombre  e.  C'est  le  cas  fa- 
cile à  réaliser  d'un  corps  qui  vient  choquer  un  autre 
corps  invariablement  fixé  sur  la  terre. 

Le  plus  ancien  ouvrage  que  nous  connaissions  sur  le 
choc  des  corps  est  dû  à  J.  Marc  Marci  de  Crownland  {*), 
médecin  hongrois,  qui  publia  à  Prague,  l'an  1689,  un 
Traité  De  proportione  motus  seu  régula  sphjmica , 
dans  lequel  il  étudie  le  choc  des  corps  dépourvus  d'élas- 
ticité ou  parfaitement  élastiques.  Les  lois  qu'il  adonnées 
pour  ces  derniers  corps  sont  précisément  celles  que  Ton 
adopte  aujourd'hui.  Cet  ouvrage  remarquable  est  cepen- 
dant tombé  dans  un  oubli  général;  il  parait  même  qu'il 
ne  parvint  pas  à  la  connaissance  de  Wallis,  de  Wren  et 
de  Huyghfns  qui,  trente  années  plus  tard,  donnèrent  à 
peu  près  les  mêmes  lois  que  Marci.  Wallis  ('''*)  s'occupa 
des  corps  dépourvus  d'élasticité,  Wren  (**''')  et  Huy- 
ghens  ^***'*'j  étudièrent  les  corps  parfaitement  élastiques. 


(*)  MoNTUCLA,  Histoire  des  Mathématiques,  t.  II,  p.  [\oQ. 

{**)  Philos.  Trans.,  1668,  p.  864. 

(***)  Philos.  Trans.,  1668,  p.  867. 

C****)  Philos.  Trans.,  1669,  p.  q2Ô.  —  Journal  des  Sai'ants,  mars  1669. 
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On  peut  consulter,  sur  le  sujet  qui  nous  occupe,  les 
écrits  de  Wallis  (^),  de  KelU  (**),  de  Mariolle  (***)  et 
de  Smeaton  [*^*^]. 

i .  Trois  sphères  m,  m',  ni"  parfaitement  élastiques  sont 
en  ligne  droite  ;  le  corps  m  est  lancé  sur  le  corps  m' avec 
une  'vitesse  donnée.  Trouver  la  masse  que  doit  avoir  ce 
second,  corps  y  pour  que  la  vitesse  quil  communiquera 
au  corps  m!'  soit  la  plus  grande  possible. 

Soient  : 

m,  77z',  m'Mes  masses  des  trois  corps; 
a  la  vitesse  imprimée  au  corps  m:, 

V  la  vitesse  de  ce  corps  après  le  choc  dans  le  sens  de  la 
vitesse  a  \ 

a'  la  vitesse  qu'il  communique  au  corps  m' 5 

a"  la  vitesse  que  ce  corps  m'  communique  au  corps  m" . 

Les  formules  (A)  et  (B)  nous  donnent 


a' 


et  si  l'on  élimine  v^ 
De  même, 

Par  conséquent, 

a"  = — 

[m  +  m'  )  (m'  -I-  m" ) 

La  question  est  ramenée  à  déterminer  le  minimum  de 


(*)  Mechatiica,  pars  lerlia,  1671. 

(**)  Intvoductio  ad  veram  Pliysicaiii,  lect.  xii,  xiii,  xiv. 

(  *  **  )  Traité  de  Percussion. 

(***')   Philos.  Trans.,  avril  1782. 


a 

m  -+-  m' 

y" 

1  m' a' 

~  m'  +  m" 

[\inin' a 
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la  quantité 

/  m 

+  1     im'  +  m"). 


Diiïérentioas  cette  expression  par  rapport  à  m'  \  il  vient 


(///  H-  m"    +  —  +  I  =  G, 

ni  2  ^  ■      ^        ni 


m'  '  —  nini'  z=  o,      ni  =  \J inni' , 

HoYGHENS,  Phil.  Trans.,  1669,   p.  928. 

2.  Une  sphère  parfaitement  élastique  est  lancée  contre 
un  plan  fixe  et  bien  uni,  avec  une  vitesse  donnée  en 
grandeur  et  en  direction.  Déterminer  la  grandeur  et  la 
direction  de  la  ■vitesse  après  le  choc. 

Soient  a  et  t^  les  vitesses  d'incidence  et  de  réflexion; 
a  et  |3  les  angles  que  les  directions  de  ces  vitesses  font 
avec  la  normale.  Ces  vitesses  ont  pour  composantes  pa- 
rallèles au  plan  z/sina,  t^sin[3,  et  pour  composantes  nor- 
males i/cosa,  t^cosjS. 

Puisc[ue  le  plan  est  parfaitement  uni,  le  clioc  n'altère 
pas  la  composante  de  la  vitesse  d'incidence  qui  est  paral- 
lèle au  plan-,  on  a  donc 

rsinp  z=z  II  sina. 

La  composante  normale  se  comportei^a  comme  si  le 
choc  était  normal  ;  en  sorte  cpa'on  aura,  d'après  l'équa- 
tion (C)^ 

t-COSp  =  U  CCS  a. 

On  tire  de  ces  deux  équations 

c'est-à-dire  que  la  vitesse  n'est  point  altérée  par  le  choc, 
et  que  l'angle  de  réflexion  est  égal  à  l'angle  d'inci- 
dence. 

Wallis,  Mechon.,  pars  III,  De  elatere,  etc.,  prop.  2. 
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3.  Deux  sphères  parfaitement  élastiques j  animées  de 
vitesses  connues  en  grandeur  et  en  direction,  viennent 
à  se  heurter.  Déterminer  les  vitesses  de  ces  sphères  après 
le  choc  et  leurs  directions. 

Soient  77Z,  ni'  les  masses  des  deux  sphères;  O,  O'  leurs 
centres  à  Finsiant  du  choc-,  «,  a'  leurs  vitesses  avant  le 
choc;  AO,  A'O'  les  directions  de  ces  vitesses;  a,  a!  les 
angles  que  ces  directions  font  avec  la  direction  00'. 

Décomposons  chacune  des  vitesses  a,  a'  d'abord  sui- 
vant la  ligne  des  centres  00',  puis  suivant  une  perpendi- 
culaire à  cette  ligne  située  dans  le  plan  AOO' pour  la 
vitesse  a,  et  dans  le  plan  A'0'0  pour  la  vitesse  a' .  Les 
composantes  de  la  première  vitesse  seront  «cosa,  «sina, 
et  celles  de  la  seconde  vitesse  seront  a'cosa',  a'sinoc'. 

Les  composantes  perpendiculaires  à  la  ligne  des  centres 
ne  seront  point  altérées  par  l'effet  du  choc:  d'où  il  suit 
que  le  corps  m  continuera  à  se  mouvoir  dans  le  plan 
AOO',  et  le  corps  ni  dans  le  plan  A'0'0. 

Les  composantes  parallèles  à  la  ligne  des  centres  seront 
modifiées  de  la  même  manière  que  si  les  deux  sphères  se 
mouvaient  avant  le  choc  suivant  la  ligne  OO',  avec  des 
vitesses  égales  à  ces  mêmes  composantes  acosa,  a'coscx.'. 
Dès  lors,  si  nous  représentons  par  p»  et  t^'  les  composantes 
suivant  00'  des  vitesses  des  deux  sphères  après  le  choc, 
nous  aurons,  d'après  les  équations  (A)  et  (B), 

m  (flcosa  —  '^j  =  '"'  {^'  —  «'cosa'), 
v'  —  p  =  <7C0Sa  —  rt'cosa'; 


d'où 


m  — 

m 

a 

CCS  a 

m  + 

m' 

m'~ 

m 

a' 

ces  a' 

1  m 


'  -h  m 
-h  m' 
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Nommons  V  et  V  les  vitesses  des  deux  sphères  après 
leur  choc  et  4>,  ^'  les  angles  que  les  directions  de  ces 
vitesses  font  avec  la  direction  00'.  Nous  aurons, 


V^  =  p-  -f 

-  «^sin^a, 

V'2  =  c'2H-a'^sin'a' 

fang<î> 

a  sina 

=  -7 

,        o'  sin  a' 

lauj,  V   —           ,        • 

Keill,  Introductio  ad  veram  physicam,  lect.  i^. 

•4.  Deux  sphères  imparfailement  élastiques  se  nieu- 
uejit  ai^ec  des  vitesses  données  sur  une  même  ligne  droite 
et  dans  la  même  direction^  lorsque  Vune  d'' elles  uicnt  à 
heurter  contre  l'autre.  Déterminer  les  vitesses  de  ces 
deux  corps  après  le  choc. 

Soient  m,  m'  les  masses  des  deux  corps,  «,  a'  leurs 
vitesses  avant  le  choc,  u^  u'  leurs  vitesses  après  le  choc 
et  e  leur  élasticité  commune. 

D'après  les  formules  (A)  et  (B),  on  a 


d'où 


m  [a  —  (')  ^.  m' i^v'  —  a'), 
v'  —  V  =z  e[a  —  a')  ; 

m'  e{a  —  a' 


7)1  a 

~\- 

m' 

a 

m 

-H 

m 

1 

ma 

+ 

m' 

a' 

m  -\-  m 
me  [a  —  o 


m  -i-  m  m  H-  m 

Maclaurin,  Choc  des  corps,  p.  3o.   Prix  de  l'Acad. ,  t.  I. 

5.  Trouver  la  somme  des  forces  vives  qui  animent 
après  le  choc  les  deux  sphères  considérées  dans  le  pro' 
blême  précédent. 

On  trouve 

,  ,.  ,  ,    ,,        mm' il  —  e^)  [a  —  a'Y 

mu'  +  m't>'-=  ma^  -}-  m' a'- !^ —- '— 

m  -T-  m 

1.     1^    ÉDIT.  17 
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Celte  formule  montre  que,  par  l'effet  du  choc,  la  somme 
des  forces  'vwes  diminue  d'autant  plus  que  l'élasticité 
est  moins  considérable. 

6.  j4.vec  quelle  vitesse  une  bille  doit-elle  choquer  une 
bille  égale,  déjà  animée  d\ine  vitesse  connue  a,  pour 
que  le  premier  coj'ps  reste  immobile  après  le  choc  ? 

L'élasticité  des  deux  billes  est  e. 

La  vitesse  imprimée  à  la  première  bille  doit  être 


7.  Déterminer  les  vitesses  a  et  b  que  doif^ent  avoir 
deux  sphères  A  et  B,  qui  se  meui^ent  suivant  une  même 
direction,  pour  qu  après  le  choc,  le  premier  corps  h.  reste 
en  repos,  et  le  second  B  continue  à  se  mouvoir  avec  une 
vitesse  connue  |3. 

V élasticité  commune  des  deux  corps,  e,  et  leurs  masses 
m,  m!  sont  données. 


Ou  trouve 

i-\-  e      w'  S 

e       m  ->r  ni' 

[em'  —  w)  p 

•[m  -\-  m' ) 
Maclaurin,  Choc  des  corps,  p.  ^n.  Prix  de  l'Acad.,  t.  I. 

8.  Une  sphère  A  est  lancée  contre  mie  sphère  B  en 
repos  ^  on  veut  qu  après  le  choc,  la  première  sphère  A 
reste  en  repos,  et  la  seconds  B  se  mette  en  mouvement 
avec  une  vitesse  égale  à  la  n''""^  partie  de  la  vitesse  pri^ 
mitive  du  premier  corps.  Déterminer  V élasticité  e  des 

deux  sphères  et  le  l'apport  —  de  la  masse  du  second 
'  '  m 

corps  à  celle  du  premier. 
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On  trouve 

I         m 
n        m 

9.  Deux  sphères  parfaileinent  élastiques,  qui  se  meu- 
vent suivant  une  même  droite  avec  des  vitesses  égales  et 
contraires,  ^viennent  à  se  heurter.  Quel  doit  être  le  rap- 
port de  leurs  masses,  pour  que  l'une  d^ elles  reste  en 
repos  après  le  choc? 

Soient  m' la  niasse  de  la  sphère  qui  doit  rester  en  repos 
après  le  choc  et  m  celle  de  l'autre  sphère. 
On  trouve  le  rapport 

^  =  3, 
m 

10.  Des  billes  en  nombre  quelconque  et  de  même 
élasticité  sont  disposées  en  ligne  droite^  on  imprime  à 
la  première  bille  une  vitesse  connue,  dans  la  direction 
des  autres  corps.  Trouver  la  vitesse  que  la  dernière  bille 
recevra. 

Soient  n  le  nombre  des  billes,  ni^,  m^,...,  m„  leurs 
masses,  e  leur  élasticité  commune^,  a  la  vitesse  imprimée 
à  la  première  bille  et  v  la  vitesse  cherchée  que  recevra  la 
dernière  bille. 

On  trouve 

i>  =  [i  -\-  <?)"""' • •  •  • a . 

nji  -{-  m^   m2~\-  ni^        f^n—t  -+-  '"n 

Maclaurin,  Choc  des  corps,  p.  54-  Prix  de  l'Acad.,  t.  I. 

11.  Un  nombre  quelconque  de  billes  égales,  Juxta- 
posées en  ligne  droite  sur  une  table  bien  unie,  sont  liées 
entre  elles  par  des  fils  inextensibles  et  d^  égale  longueur- 
on  écarte  brusquement  la  première  bille  en  lui  impri" 
mant  une  vitesse  connue  suivant  la  droite  des  centres, 
et  Von  demande  le  temps  qui  doit  s^ écouler  avant  que  la 
dernière  bille  soit  mise  en  mouvement. 

'1' 
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Soient  n  le  nombre  des  billes,  a  la  longueur  de  chacun 
des  fils  de  jonction  et  j3  la  vitesse  imprimée  à  la  première 
bille. 

Le  temps  cherché  est 

?i[n  —  il   a 

12.  Un  nombre  quelconque  de  sphères  sont  rangées 
en  ligne  droite  entre  deux  autres  sphères  de  masses  con- 
nues jn,  m';  on  imprime  à  la  sphère  m  une  vitesse  don- 
née a,  vers  la  sphère  voisine.  Trouver  quelles  doivent 
être  les  masses  des  sphères  intermédiaires  pour  que  la 
vitesse  a'  communiquée  au  dernier  corps  soit  un  maxi- 
mum^ et  déterminer  la  limite  vers  laquelle  converge 
cette  vitesse  maximum^  lorsque  le  nombre  des  sphères 
intermédiaires  croît  indéjînùnent. 

Tous  les  corps  considérés  ici  sont  paijailement  élas- 
tiques. 

On  trouve  que  la  masse  de  chacune  des  sphères  inter- 
médiaires doit  être  une  moyenne  géométrique  entre  celles 
des  deux  sph  ères  adjacentes  ;  et  si  l'on  nomme  n  le  nombre 
des  sphères  intermédiaires,  on  obtient  entre  les  vitesses 
la  relation 


I       I  /  /« 

m' 


Lorsque  le  nombre  des  sphères  croît  indéfiniment,  ce 
rapport  tend  vers  la  limite  —  =  w  — •  En  effet, 


V   m' 


loff- 


=  I log-^  +  -     loi?  — 

n  -\-  \      "m         2  \/2  -f-  I      ^  m  J 
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en  sorte  que,  si  l'on  se  borne  aux  deux  premiers  termes 
de  ce  développement,  il  vient 

V  —  ("  +  0 


lim  —  =:  lini  (  i  — lotr  — : 

a  \         Il  -\-  i    1      ^  m 


log-y 


On  montrera  sans  peine  que  les  termes  négligés  s'éva- 
nouissent à  la  limite. 

13.  Une  sphère  dépourvue  de  toute  élasticité  vient 
heurter  contre  une  autre  sphère  en  repos  et  pareillement 
privée  d^ élasticité  •  on  connaît  la  "vitesse  de  la  première 
sphère  à  l'instant  du  choc  et  V angle  que  sa  direction 
fait  avec  la  ligne  des  centres.  Déterminer  la  vitesse  du 
premier  corps  après  le  choc. 

Soient  a  l'angle  donné,  a  la  vitesse  de  la  première 
sphère  avant  le  choc,  v  sa  vitesse  après  le  choc,  m  sa  masse 
et  m'  celle  de  l'autre  sphère. 

On  trouve 


a     sm-a  H- 


14.  Deux  sphères  A,  B,  de  masses  égales  et  animées 
d^une  même  vitesse  ût,  viennent  à  se  heurter  de  telle 
sorte  qu'à  V instant  du  choc  la  ligne  des  centres  coïncide 
avec  la  direction  que  suivait  la.  sphère  B-,  on  connaît 
V angle  a  de  leurs  directions  primitives  et  leur  élasticité 
commune  e.  Trouver  les  vitesses  des  deux  sphères  après 
le  choc,  et  déterminer  la  valeur  de  f  angle  cf.  qui  rend 
maximum  la  ^ntesse  de  la  sphère  A. 

Soient  u  et  v  les  vitesses  des  deux  sphères  A  et  B  après 
le  choc.  ♦ 
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On  trouve 


=  y  a^[i  +  tf  +  (i  —  e)  ces  a]-  -+-  «•  sin'  a, 


p^  =  y  rt'[l  —  f^  -h  (l  -h  e)  cosa]-. 
4 

La  vitesse  u  est  la  plus  grande  possible  lorsque 


I 
ces  a  =  — 


IS.  Trois  sphères  parfaitement  élastiques  A,  B,  C  sont 
placées  aux  trois  sommets  d\in  triangle  connu.  Trou- 
ver le  rapport  qui  doit  exister  entre  les  masses  des  trois 
corps  pour  que  la  sphère  A,  lancée  obliquement  sur  la 
sphère  B,  soit  réfléchie  sur  la  sphère  C  et  reviemie  à  sa 
position  primitive. 

On  suppose  qu'à  l'instant  où  deux  sphères  se  choquent 
la  ligne  de  leurs  centres  esl  perpendiculaire  au  côté  op- 
posé du  triangle,  et  que  les  diamètres  des  sphères  sont 
très-petits  par  rapport  aux  côtés  du  triangle. 

Soient  a,  |3,  y  les  angles  du  triangle  qui  correspondent 
aux  sphères  A,  B,  C,  et  /tz,  m' ^  m"  les  masses  de  ces 
sphères. 

Les  relations  cherchées  sont  les  suivantes  : 

m  sin  [3  m  siny 


m'        sin(a- — y)        m"        sin  ([3  —  a) 

16.  Une  sphère  en  mouvement  A  vient  heurter  une 
sphère  en  repos  B.  Déterminer  V angle  Q  que  la  direction 
de  la  sphère  A  avant  le  choc  doit  faire  avec  la  ligne  des 
centres  AB,  pour  que  la  déviation  ^  que  cette  sphère 
éprouve  dans  le  choc,  soit  la  plus  grande  possible.  On 
connaît  V élasticité  commune  aux  deux  corps,  ainsi  que 
le  rapport  n  de  la  masse  de  la  sphère  A  à  celle  de  la 
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sphère    B,   et  Von   îie   compte   l'angle    c&    que  jusqiià 
90  degrés. 

L'angle  cherclié  Q  est  fourni  par  l'équation 


taniïQ 


«  H-  I 


et  la  valeur  correspondante  delà  déviation  est  donnée  par 
la  formule 

tang^=: -^ ^^ 

2(«  H- i)' («  —  e)^ 
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CHAPITRE  IL 

MOUVEMENT  RECTILIGNE  D'UN  POINT  MATÉRIEL. 


Considérons  un  point  matériel  qui  se  meut  suivant 
une  ligne  droite,  et  soient 

^^  la  vitesse  de  ce  moLile; 

X  sa  distance  à  une  origine  fixe  prise  sur  la  droite  qu'il 
parcourt; 

f  la  force  accélératrice  qui  le  sollicite  et  qui  sera  posi- 
tive si  elle  tend  à  accroître  la  distance  x\ 

t  l'époque  considérée,  comptée  à  partir  d'un  instant 
déterminé. 

Toutes  les  circonstances  du  mouvement  sont  renfer- 
mées dans  les  deux  équations 

dx  dv 

que  l'on  peut  écrire  encore 

d'^x  dv  

dt-  '         dx 

Ces  équations  ont  été  données  pour  la  première  fois 
par  Varignon,  en  l'année  1700,  dans  les  Mémoires  de 
V Académie  des  Sciences  de  Paris  (p.  22)-,  mais  il  faut 
observer  qu'à  cette  époque  Newton  (*)  avait  déjà  publié 
depuis  longtemps  ses  reclierches  géométriques  sur  le 
mouvement  rectiligne  produit  par  des  forces  variables. 


(*)  Principia,  lib.  I,  sect.  vu,  et  lib.  II,  sect.  i. 
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La  formule  vdi^  z=^fdx  nous  montre  que  la  dérivée  du 
carré  de  la  vitesse,  —, —  ■>  est  proportionnelle  à  la  force  ac- 

(la:  '■       ^ 

célératrice.  Néanmoins,  Daniel  Bernoulli  [*)  pensait  que 
l'on  nedevaitpas  regarder  cette  loi  comme  seule  possible, 
et  que  la  force  accélératrice  pourrait  bien  être  propor- 
tionnelle à  la  dérivée  d'une  autre  puissance  de  la  vitesse. 
Euler  (**)  rejeta  l'opinion  de  Bernoulli,  et  s'efforça  de 
prouver  que  la  loi  du  carré  de  la  vitesse  est  nécessaire; 
enfin  d'Alembert  (**■'')  fit  voir  que  la  vérité  de  cette  loi  dé- 
pend uniquement  du  sens  que  l'on  attache  au  rwoi  force 
accélératrice. 

Résoudre  un  problème  quelconque  du  mouvement  rec- 
tiligne  revient  à  déterminer  les  relations  qui  existent 
entre  les  quantités  x,  i^,  J\  t^  dont  une  seule  est  arbi- 
traire. Or,  comme  les  équations  générales  du  mouvement 
rectiligne  ne  nous  donnent  que  deux  relations,  il  faut 
que  dans  l'énoncé  du  problème  soit  comprise  une  autre 
relation  de  la  forme 

y  (^,  V,  f,  t)  =  o; 

alors  seulement  nous  aurons  trois  équations  entre  nos 
quatre  variables. 

La  fonction  o  pourra  renfermer  deux,  trois  ou  quatre 
variables.  Ces  trois  cas  constituent  trois  genres  de  problè- 
mes; d'après  la  théorie  des  combinaisons,  le  premier 
genre  admet  six  espèces,  le  deuxième  quatre  et  le  troisième 
une  seule  espèce.  Parmi  ces  onze  espèces  de  problèmes, 
les  plus  intéressantes,  au  point  de  vue  physique,  sont 
celle  où  la  fonction  ©  contient  les  deux  variables  x  etf 


(*)  Conimcnlarii  Petrop.,  I7:>G,  p.  12G. 
(**)   Mechnnica,  t.  I,  yi.  62  et  suiv. 
( "  *  "  )  Traité  de  Dyridniiquc. 
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et  celle  où  celte  fonction  contient  les  trois  variables  x, 
y  et  u.  A  la  première  répondra  la  première  Section  de 
ce  Chapitre,  où  nous  considérerons  le  mouvement  dans 
le  vide  5  à  la  seconde  répondra  la  seconde  Section,  où  nous 
considérerons  le  mouvement  dans  un  milieu  résistant. 

SECTION  I. 

MOUVEMENT    DANS    LE     VIDE. 

1 .  Une  molécule  est  placée  en  un  point  duquel  émane 
une  force  répulsive  et  proportionnelle  à  la  n''"""  puis- 
sance de  la  distance.  Déterminer  la  vitessse  dont  le  mo- 
bile est  animé  lorsqud  a  parcouru  un  espace  donné  et 
le  temps  qu'il  a  mis  à  parcourir  cet  espace. 

Soient  ^  la  force  répulsive  à  l'unité  de  distance  et  x  la 
distance  du  mobile  au  centre  des  forces. 

Ou  a 

do 

V  —  =r  ix.r". 
dx        ' 

Si  l'on  intègre  en  observant  que  v  est  nul  lorsque  x  =  o, 
il  vient 


n-+-  i 


Cette  équation  fait  connaître  la  vitesse  du  mobile  lors- 
qu'il a  parcouru  l'espace  x. 
On  a  d'ailleurs 

dx  /2a       ~^ 

—  =z  ('  =  4  /  î—  X    ^ 

dt  V  n  +  I 

. n-f-r 

dtzzz\     X         "*     dx , 

V        2a 
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et  si  l'on  prend  l'instant  du  départ  pour  origine  du  temps, 


I  —  «  y    2pi 


EuLER,  Mechanica,  t.  I,  p.  xaS- 

2.  Un  point  matériel  est  attiré  vers  un  centre  fixe 
par  une  force  inversement  proportionnelle  à  la  n'""" 
puissance  de  la  distance.  Troui^er  quel  doit  être  le 
nombre  n  pour  que  la  vitesse  que  le  mobile  acquiert  en 
venant  vers  le  centre  d^unc  distance  infinie  à  la  dis- 
tance «,  soit  égale  à  celle  quil  aurait  acquise  en  venant 

de  la  distance  a  à  la  distance  -pa. 

4 

Soient  i^i  la  vitesse  acquise  dans  le  premier  mouve- 
ment, t^a  la  vitesse  acquise  dans  le  second  mouvement, 
X  la  distance  du  mobile  au  centre  d'attraction  et  [t.  l'at- 
traction exercée  à  l'unité  de  la  distance. 

On  a 

di>  p. 

dx  x"  ' 


d'où 


00 


f?:=- —  2U./      —  dx 


•V 


Puisque  les  vitesses  Wi  et  i^^  doivent  être  égales, 

lr=4«-'—  I, 

3 
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3.  TJn  point  matériel  placé  sui^  Vune  des  diagonales 
d^un  carré,  près  du  centre  de  cette  Jîgure,  est  attiré  vers 
les  quatre  sommets  par  des  forces  égales  et  fonctions 
de  la  distance.  Déterminer  la  durée  des  petites  oscilla- 
tions que  le  point  exécute  autour  de  sa  position  d  équi- 
libre. 

Soient  2a  la  longueur  d'une  diagonale,  x  la  distance 
du  mobile  au  centre  du  carré,  /'  sa  distance  à  chacune  des 
extrémités  de  la  diagonale  sur  laquelle  il  ne  se  meut 
point,  et  'S)[r)  l'attraction  de  chacun  des  sommets  h.  la 
distance  r. 


On 


a 


dt- 


—  2  ffl  ( /•)  —  -X-  o  \a  —  .7" j  —  o[^a  -T  X 


Développons  le  second  membre  par  la  formule  de  Tay- 
lor  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x.  Comme  celte 
distance  x  est  fort  petite,  nous  pouvons  négliger  ses  puis- 
sances supérieures  à  la  première.  Alors  l'équation  se 
réduit  à  celle-ci  : 

d--x  \^{o)     ,      ,,    n 

posant   2     — hç'(rt)  ^  K, 


ou. 


d'^  T 

—  =  -  K.r, 

dt- 


dx 
Multiplions  les  deux  membi^es  par  2-—  et  intégrons 5  il 

vient 

/  d.r.  \  2 

Kx-  -r-  const. , 

dt  ' 
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et  si  novis  nommons  (3  la  valeur  initiale  de  x, 


I  dx 

dt=i  — 


V/K  VP-^' 


X- 


I  .r 

f  =  — z:r  arc  COS-1 

x  =  [icos(^  v'K^)- 
On  voit,  par  cette  dernière  formule,  que  la  distance  x 
oscille  entre  les  valeurs  (3  et  —  jS,  et  que  la  durée  d'une 
oscillation  est 


v/K       v/2  L    «  J 


v/K        \J 

•4.  Deux  points  matériels  A  f?i  B  s^ attirent  proportion- 
nellement à  leur  distance^  ils  sojit  d' abord  maintenus 
immobiles  dans  une  position  donnée,  puis  on  les  aban- 
donne à  leur  attraction.  Déterminer  leurs  positions  et 
celle  de  leur  centre  de  gravité  à  un  instant  donné. 

L'attraction  de  A  sur  B  à  l'unité  de  distance  est  égale 
à  a'  et  celle  de  B  sur  A  est  égale  à  p.. 

Soient  X  et  x'  les  distances  des  mobiles  A  et  B  à  un 
point  fixe  O  pris  sur  le  prolongement  de  la  droite  BA. 

Les  équations  du  mouvement  sont  ici 

d\T 

^  =  ^[x-x), 

d-.r' 

_  =  _,.(.-_.,). 

Multiplions  ces  équations  respectivement  par  [i'  et  par  |^t, 
puis  ajoutons  les  résultats-,  il  vient 

,c?2j:  d'x' 

'J. h  a ■  r=  o. 

'    dt^         '    df 
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Si  l'on  prend  l'origine  du  temps  à  l'instant  où  le  mou- 
vement commence,  l'intégrale  est.  sans  constante, 

dx  d.v' 

et  si  l'on  désigne  par  a,  a'  les  valeurs  initiales  de  x,  x', 
on  obtient,  par  une  seconde  intégration, 

(l)  pt'.r -t-  u.^' =  pt'«  H- f*a'. 

Retranchons  l'une  de  l'autre  nos  deux  premières  équa- 
tions, et  posons 

il  vient 

dz 
Intégrons  en  observant  que  -—  est  nul  lorsque  z  =  a'  —  a  -, 

nous  obtenons 

i  dz  ■  . 

dt^=. 


y/p-'  +  po  ^\^d  —ay—z' 

1  z 

t  =    ,  arc  CCS  —, — —  • 

^p/  +  pi  a  —  a 

ou 

(2)  x'—x=[a'  —  a)cos{t  sJn'  -\-  i^). 

Les  équations  (i)  et  (2)  nous  donnent 


f^'  +  f^  p'  H-  fA 

]jI a  -t-  ]Ka'        ^' [a' — «' 


'(mV- 


^^^Af=^cos(.v/p^ 
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Soient  m,  m' les  masses  des  deux  mobiles  A,  B,  et  x  la 
distance  de  leur  centre  de  gravité  au  point  O. 
Nous  avons 


[m  +  m')  X  ^=  mx  H-  m' x' 


m      f  ,  >        ix  m  —  fj.ni 

—  (  p  a-\-  i>.a 


, —  («'— rt)  COsU\/pt'H-pc}. 


Dans  le  cas  où  les  attractions  u.  et  y.'  sont  proportion- 
nelles aux  masses  m'  et  «z,  cette  équation  devient  simple- 
ment 


-       l-" 


d'où  l'on  voit  que  le  centre  de  gravité  du  système  reste 
alors  immobile  pendant  toute  la  durée  du  mouvement. 

5.  Un  point  matériel,  soustrait  à  V action  de  la  pesan- 
teur, est  placé  à  Vextréiiiité  de  Vaxe  d'un  tube  cylin- 
drique qui  se  prolonge  indéfiniment-^  les  parois  de  ce 
tube  sont  très-minces,  et  la  matière  qui  les  compose  est 
douée  d'une  force  attractive  inversement  proportion- 
nelle au  carré  de  la  distance.  Déterminer  la  vitesse  ac- 
quise par  le  point  matériel  lorsqu'il  a  parcouru  un  espace 
donné  sur  Vaxe  du  tube. 

Soient  /'  le  rayon  du  lube,  t  l'épaisseur  des  parois, 
p  leur  densité,  x  la  distance  du  mobile  à  l'extrémité  de 
l'axe  et  f;t  l'attraction  de  l'unité  de  masse  à  l'unité  de  dis- 
lance. 

Le  volume  de  la  petite  portion  des  parois  qui  est  com- 
prise entre  deux  plans  perpendiculaires  à  l'axe  et  dont 
les  dislances  au  mobile  sont  5  et  5  +  ds^  a  pour  expres- 
sion 

l'Krzds-^ 

l'attraction  que  cette  portion  du  lube  exerce  sur  le  mobile 
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suivant  l'axe  est 

Q.TtU.Ol'tdS •  -• 

'^'  c2   _l_    ,.2  /    ,      , 

•*     '    '^     SJs^  -\-  r- 
Par  conséquent,  ^ 


d-.T  /"=°  5^/.V 


=  2  7rp.pr 


"■  a  7Tpp7'£ 


y/x-  +  /•■ 


dx 


Multipliant  par  2  —  et  intégrant, 

('■-  ^  ^TziJ-^rz  log(.r  H-  y/.r-  +  7'-)  +  const. 

On  détermine  la  constante  par  la  condition  que  v  soit  nul 
en  même  temps  que  x,  et  il  vient 


/               ,      ^  H-  \Jjo-  -f-  7-- 
p-  =  q.Tciipr£  [og- •• 

6.  TJjie  bille  pesante  est  lancée  d\ine  hauteur  de 
20  mètres  contre  un  plan  horizontal  ;  elle  rebondit  de 
lo  mètres,  retombe  de  nouveau  et  rebondit  de  4  mètres. 
Trouver  V élasticité  de  la  bille  et  la  vitesse  avec  laquelle 
elle  a  été  lancée. 

Soient  a  la  vitesse  imprimée  au  mobile,  v  la  vitesse 
qu'il  possède  à  la  fin  de  sa  première  chute  et  e  son  élas- 
ticité. 

Nous  avons 

c^  =  a-H-4og-. 

Au  commencement  du  premier  bond,  la  vitesse  du  mobile 
sera  ev^  et  puisque  cette  vitesse  ne  devient  nulle  qu'après 
une  ascension  de  lo  mètres, 
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Au  commencement  du  deuxième  bond,  la  vitesse  sera  e^t', 
et  puisqu'elle  n'est  détruite  que  par  une  ascension  de 
4  mètres, 

Ces  trois  équations  nous  donnent 

e  =  4  /  ^5     rt  =:  (/log-  ou  à  peu  près  9"",  go  par  seconde. 

7.  Un  point  matériel  se  meut  en  ligne  droite  sous 
r action  dhine  force  attractive  dirigée  iwrs  un  centre 
jîxe  et  proportionnelle  à  la  ji'^'""  puissance  de  la  dis- 
tance^ on  connaît  la  vitesse  (3  que  le  mobile  acquiert  en 
arrivant  à  la  distance  a  du  centre.  Trouver  à  quelle  dis- 
tance du  centre  le  mouvement  a  commencé. 

Soient  [j.  l'attraction  à   l'unité  de  dislance  et  z  la  dis- 
tance cherchée. 
On  trouve 

«  -i-  I    , 


EuLER,  Mcchan.,  t.  I,  p.  109. 

8.  IJn  point  matériel  tombe  sur  un  centre  fixe  qui 
V attire  en  raison  inverse  du  cube  de  la  distance  ;  on 
connaît  la  dislance  initiale  a,  et  V on  demande  la  durée 
de  la  chute  T. 

Si  l'on  représente  par  [j.  l'attraction  à  l'unité  de  dis- 
tance, on  trouve 

a-" 

9.  Un  point  matériel  arrive  d'une  distance  infinie 
"vers  un  centre  fixe  qui  Val  tire  en  raison  inverse  du  carré 
de  la  distance.  Déterminer  la  vitesse  que  possède  le  mo- 
bile à  une  dislance  donnée  du  centre. 

I.     2*  ÉDIT.  18 
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Soient  a  la  distance  donnée,  v  la  vitesse  cliercliée  et  }x 
l'attraction  à  l'unité  de  distance. 
On  trouve 

2  p. 


10.  Un  point  matériel  est  placé  en  un  lieu  connu  sur 
la  droite  qui  joint  les  centres  de  deux  forces  attractives  ^ 
égales  et  proportionnelles  à  la  distance.  Déterminer  la 
position  du  mobile  à  une  époque  donnée^  ainsi  que  la 
durée  des  oscillations  quil  exécute  autour  de  sa  posi- 
tion d^  équilibre . 

Soient  a  la  dislance  initiale  du  mobile  au  point  milieu 
de  la  ligne  des  centres,  x  la  distance  du  mobile  au  même 
point  à  l'époque  donnée  f ,  et  ]x  l'attraction  de  cbacun  des 
centres  à  l'unité  de  distance. 

On  trouve 

X  =  a  ces  \l  v/spi), 

et  la  durée  d'une  oscillation  est 


11.  ïJn  point  matériel  est  placé  en  un  lieu  connu  sur 
la  droite  qui  joint  les  centres  de  deux  forces  attractives 
iiii^ersenient  proportionnelles  au  carré  de  la  distance; 
on  lance  ce  corps  vers  l'un  des  deux  centimes,  il  arrive 
au  point  oii  les  attractions  sont  égales  et  y  reste  en  re- 
pos. Déterminer  la  vitesse  avec  laquelle  il  a  été  lancé. 

Soient  ^  et  [jJ  les  attractions  des  deux  centres  à  l'unité 
de  distance,  2^  et  ia'  les  distances  initiales  du  mobile  à 
ces  deux  centres,  et  V  la  vitesse  avec  laquelle  le  mobile 
est  lancé  vers  le  second  centre. 
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On  trouve 


^j-a^-Sl"^'' 


y  «  +  a' 

12.  ÏJn  point  matériel  qui  se  meut  suivaïit  une  ligne 
droite  est  attiré  par  une  force  proportionnelle  à  la  dis- 
tance^ 'vers  un  centre  d^ action  qui  se  meut  suivant  la 
même  droite  avec  une  'vitesse  constante  j  on  connaît  les 
positions  iiiitiales  du  centre  d^ action  et  du  point  maté- 
riel, ainsi  que  la  vitesse  constante  du  pî'emier  jS  et  la 
vitesse  initiale  du  second  |3'.  Trouver  la  position  du 
point  matériel  à  une  époque  donnée. 

Soient  a  et  a'  les  distances  initiales  du  centre  d'action 
et  du  point  matériel  à  une  origine  fixe  prise  sur  le  pro- 
longement de  la  droite  qui  va  du  premier  point  au  second, 
X  la  distance  du  point  matéiiel  à  cette  origine  à  l'époque  t 
et  fx  l'attraction  à  l'unité  de  distance. 

On  trouve 

.r  ==«  +  pf  +  ■     ^_     sin  [t^[i.)  +  {a'  —  a)  ces  ( if  \/p. ) . 
VF- 
RiccATi,  Bonon.  Institut.,  t,  VI,  p.  i38;  iSyS. 

13.  Les  données  restent  les  mêmes  que  dans  le  pro- 
blème précédent,  à  l'exception  de  la  force  qui  est  ré- 
pulsive. Trouver  la  position  du  point  matériel  à  une 
époque  donnée. 

On  trouve 


\^[U- 

\f^.{a 

-a) 

+  (P- 

-  r)]  - 

2 

W{^ 

-a'). 

-(P- 

-P')]- 

2VV 

RiCCATI,  Ib. 

,  t.  VI, 

]i.  i5i. 

i8. 
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14.  On  sujypose  que  dans  le  piohlèine  \1  la  vitesse 
du  centre  d'action  soit  uniformément  accélérée^  au  lieu 
d^ être  constante.  Trouver  la  position  du  point  matériel 
à  une  époque  donnée. 

Si  Ton  nomme  |3  la  vitesse  initiale  du  centre  d'action 
el  f  l'accroissement  de  celte  vitesse  pendant  l'unité  de 
temps,  on  trouve 

.x=za h  p/  -h  -  //M 

F-  2 

—  «  H )  cos  [t  sjit.). 

V-  ! 

RlCCATl,  Ib.,  p.    l68. 

15.  Les  données  restent  les  mêmes  que  dans  le  pro- 
blème précédent,  à  l'exception  de  la  force  qui  est  ré- 
pulsii^e.  Déterminer  la  position  du  point  matériel  à  une 
époque  donnée. 

On  trouve 


2v/p 


.— 'Vy- 


RiccATi,  Ih.,  p.  182. 


i/p. 


16.  TJn  point  matériel  est  abandonné  en  un  lieu 
connu  à  r attraction  d'une  plaque  mince  et  indéfinie  en 
tous  sens,  dont  chaque  point  Vattire  en  raison  im^erse 
du  carré  de  la  distance.  Déterminer  le  temps  nécessaire 
au  mobile  pour  arriver  sur  la  plaque. 

Soient  e  l'épaisseur  de  la  plaque,  p  sa  densité,  a  la  dis- 
lance initiale  du  mobile  à  la  plaque,  et  p.  rattraction  de 
l'unité  de  masse  de  la  plaque  à  l'unité  de  distance. 
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Le  temps  cîierché  est 

17.  Un  point  matériel  est  placé  dans  le  plan  d'un 
anneau  mince  et  tout  près  du  centre;  la  densité  de  Van- 
neau et  sa  section  normale  sont  partout  les  mentes,  la 
matière  dont  il  se  compose  est  douée  d'un  pouvoir  ré- 
pulsif inversement  proportionnel  au  carré  de  la  dis- 
tance. Déterminer  la  position  du  point  matériel  à  une 
époque  donnée,  et  trouver  la  durée  des  petites  oscilla- 
tions qu  il  exécute  autour  de  sa  position  d'équilibre. 

Soient  a  le  rayon  de  l'anneau,  A  Faire  de  sa  section 
normale,  p  sa  densité,  /  la  distance  initiale  du  point  ma- 
tériel au  centre,  x  la  distance  des  deux  mêmes  points  à 
l'époque  f,  et  p  la  répulsion  de  l'unité  de  masse  de  l'an- 
neau à  l'unité  de  distance. 

On  trouve 

j:  1=  /  COS  f  -  \jv:  A  p^ 
et  la  durée  d'une  oscillation  est 


v/^ 


18.  Un  point  matériel  est  abandonné  à  l' attraction 
d'un  disque  mince  et  homogène,  dont  toutes  les  molé- 
cules sont  douées  d'un  pouvoir  attractif  inversement 
proportionnel  au  carré  de  la  distance;  la  position  ini- 
tiale du  point  matériel  est  connue,  et  se  trouve  sur  la  per- 
pendiculaire au  plan  du  disque  qui  passe  par  le  centre 
de  ce  corps.  Déterndner  la  'vitesse  acquise  parle  mobile 
lorsqu'il  arrive  à  la  surface  du  disque. 

Soient  p  la  densité  du  disque,  £  son  épaisseur,  a  sou 
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rayon,  b  sa  distance  initiale  au  point  matériel,  et  [j.  l'at- 
traction de  l'unité  de  niasse  du  disque  à  l'unité  de  dis- 
tance.   

La  vitesse  cherchée  V  est  donnée  par  la  formule 


19.  Uîie  bille  dont  on  connaît  l'élaslicité  tombe 
d\ine  hauteur  donnée  sur  un  plan  liorizonlal.  Trouver 
tout  l'espace  que  la  bille  doit  parcourir  avant  d^ arriver 
au  repos. 

Soient  e  l'élasticité  de  la  bille  et  a  sa  hauteur  initiale 
au-dessus  du  plan. 

j    _(_  (j2 

L'espace  cherché  est  égal  à ^  a. 

20.  Deux  billes  parfaitement  élastiques  sont  placées 
à  des  hauteurs  différentes  sur  une  même  verticale  j  au 
même  instant  on  les  abandonne  à  leurs  poids,  elles 
tombent  sur  un  plan  incliné  de  45  degrés  à  Vhorizon , 
et  continuent  aussitôt  leur  route  sur  un  plan  horizontal 
parj'aitemeiit  poli  qui  fait  suite  au  plan  incliné.  Déter- 
miner la  distance  que  les  deux  billes  doivent  parcourir 
sur  le  plan  horizontal  avant  de  se  rencontrer. 

Si  l'on  nomme  a  et  a'  les  distances  initiales  des  deux 
billes  au-dessus  du  plan  horizontal,  la  distance  cherchée 
sera 

2  sjaa' . 

21 .  Deux  points  pesants  sont  situés  à  des  hauteurs 
différentes  sur  la  même  verticale  ;  au  même  instant  on 
abandonne  le  point  supérieur  à  son  poids,  et  on  lance 
le  point  inférieur  de  bas  en  haut  avec  une  vitesse  don- 
née (3.  Déterminer  V  époque  et  le  lieu  de  la  rencontre  des 
deux  points. 
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Soient  a  la  distance  initiale  des  deux  mobiles,  x  la  dis- 
tance de  leur  point  de  rencontre  à  la  position  initiale  du 
mobile  supérieur  et  t  l'époque  de  la  rencontre,  comptée  à 
partir  de  l'instant  où  le  mouvement  commence. 

On  trouve 

sa-  a 

KuRDWANOwsKi,   Mém.  de  l'Acad.  des  Sciences 
de  Berlin,  lySS,  p.  3g4- 

22.  Un  mobile  part  du  point  A,  sans  vitesse  initiale, 
sollicité  par  une  force  accélératrice  constante  a  dans  la 
direction  X.  Jlu  même  instant  un  second  mobile  part 
du  point  B,  sans  vitesse  initiale ,  sous  l'action  de  la 
force  b  qui  agit  dans  la  direction  Y.  On  demande  de 
déterminer  Vinstant  ou  la  distance  des  deux  mobiles  est 
un  minimum,  et  la  grandeur  de  cette  plus  petite  dis- 
tance. 

Les  droites  X  et  Y  ne  sont  pas  nécessairement  dans 
un  même  plan. 

Soient  A'  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  B  sur  la  droite  X;  B'  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de  A  sur  Y  5  F  la  force  résultante  des  forces  a 
et  b  transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  en  un  même 
point. 

La  distance  des  deux  mobiles  est  un  minimum  après 
un  temps  égal  à  la  racine  carrée  de 

akk'  +  b~Ô^ 
-  p •' 

cette  plus  petite  distance  est  la  racine  carrée  de 


AB-  F= 


280  MÉCANIQUE    RAÏIOUÛELLE. 

Soient  II'  la  perpendiculaire  commune  aux  deux 
droites  X  et  Y,  et  Q  l'angle  compris  entre  deux  parallèles 
à  ces  droites. 

Le  carré  de  la  plus  petite  distance  des  mobiles  pourra 
s'exprimer  ainsi 

—2     {blîi  —  nm'Ysur-0 

23.  Si  l'on  se  pose  le  même  problème  pour  deux  mo- 
biles animés  de  vitesses  constantes  a,  b,  ou  trouve,  en 
nommant  F  la  résultante  de  deux  vitesses  parallèles  à  a 
et  b,  que  la  distance  des  mobiles  est  un  minimum  à  l'é- 
poque 

<'/"ÂÂ'  +  iPËn' 

et  que  celte  plus  courte  distance  a  la  même  expression 
que  dans  le  problème  précédent. 

Dans  le  cas  où  les  deux  mobiles  parcourent  des  droites 
siuiées  dans  le  même  plan,  comme  feraient  deux  vais- 
seauXj  la  plus  courte  distance  est 

sin  Ô  / ,  - —         — s 
-y-[bAl  —  aBl). 

SECTION  II. 

MOUVEMENT    DANS     UN    MILIEU    RÉSISTANT. 

Lorsqu'un  point  matériel  traverse  un  milieu  résistant, 
la  force  retardatrice  est  une  fonction  de  la  vitesse  du  mo- 
bile et  de  la  densité  du  milieu.  La  nature  de  celte  fonction 
ne  peut  être  déterminée  que  par  l'expérience.  Dans  les 
recherches  mathématiques,  pour  simplifier  les  calculs  et 
à  titre  d'approximation  probable,  on  prend  une  fonction 
de  la  forme  Apfl,  où  p  représente  la  densité  du  milieu, 
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12  une  certaine  fonction  de  la  vitesse  du  point,  et  A  un 
coefficient  constant  qui  dépend,  pour  chaque  milieu,  de 
l'adhérence  et  du  frottement  des  molécules. 

Newton  et  Wallis  nous  ont  donné  les  premiers  travaux 
mathématiques  sur  le  mouvement  des  corps  dans  les  mi- 
lieux résistants.  Les  profondes  recherches  de  Newton 
furent  publiées  en  l'année  1687  dans  le  second  livre  des 
Principes.  La  même  année,  Wallis,  qui  de  son  côté  était 
arrivé  à  des  résultats  précieux  sur  cette  matière,  commu- 
niqua ses  réflexions  à  la  Société  Royale  de  Londres,  et  les 
fit  insérer  dans  les  Transactions  philosophiques .  Deux 
ans  plus  tard,  parut  dans  les  Acla  erucUtonnn  un  Mé- 
moire de  Leibnitz,  où  cet  illustre  géomètre  développe  ses 
opinions  sur  la  lésislance  des  milieux,  et  déclare  les  avoir 
présentées  à  l'Académie  royale  des  Sciences  l'année  même 
des  découvertes  de  Newton.  Huyghens  aussi  s'est  occupé 
de  cette  question  à  la  fin  de  son  Discours  sur  la  cause  de 
la  pesanteur  (1690).  Tons  ces  travaux  et  d'autres  encore 
ont  été  soumis  à  l'analyse  et  discutés  avec  soin  par  Vari- 
gnon,  dans  une  série  de  Mémoires  qui  font  partie  des 
Mémoires  de  V  Académie  des  Sciences  de  Paris  pour  les 
années  1707,  1708,  1709,  17 10  et  171 1 .  On  trouve  encore 
dans  le  même  recueil  pour  l'année  1731  un  beau  travail 
de  Bouguer  sur  le  mouvement  d'un  point  matériel  dans 
un  milieu  qui  est  lui-même  en  mouvement. 

De  toutes  ces  recherches  il  résulte  que  dans  le  cas  des 
petites  vitesses  la  résistance  leur  est  sensiblement  pro- 
portionnelle, et  que  pour  les'  grandes  vitesses  elle  croit 
pilus  rapidement  que  leur  carré. 

1 .  Un  corps  est  attiré  en  raison  inverse  du  cube  de 
la  distance^  -vers  un  centre  fixe  entouré  lai-même  d^ une 
atniosphere  dont  la  densité  est  inversement  proportion- 
nelle au  cube  de  la  distance  à  ce  centre^  et  dont  la  ré- 
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sîstance  varie  comme  le  carré  de  la  "vitesse.  Déterminer 
la  vitesse  du  corps  à  une  distance  quelconque  du  centre. 

Soient  a  la  distance  du  mobile  au  centre  à  l'instant.où 
le  mouvement  commence,  x  cette  distance  à  l'époque  £, 
h  la  résistance  du  milieu  pour  l'unité  de  vitesse  à  l'unité 
de  distance,  et  [k  l'attraction  à  l'unité  de  distance. 

On  a 

dt-  x^        x^  dt^ 


OU 


d.x  d-x  2.  y.  d.T         2  k  dx^ 

^  'dt'dF~~  'x^'dt  ~^~^  'dF' 


d.  /^^n. 

dt  \  dt- 


'■\  __     d.  I  I  \  dx'  ^^-  /  I  \ 

l'^^'dt  \x^y  ~     'dt'    dt  Vx^/ 

Si  l'on  pose 


il  vient 


dv-  H-  hv'^  dz  z=  y.dz, 
équation  qui  a  pour  intégrale 

A 


k 


On  détermine  la  constante  C  par  la  condition  que  p-  soit 
nul  lorsque  o"  =  a  -,  alors  on  trouve 


l[-r'i^'^ 


2.  Une  bille  pesante^,  parfaitement  élastique,  tombe 
d'une  hauteur  connue  sur  un  plan  horizontal,  et  rebon- 
dit plusieurs  fois  de  suite  dans  un  milieu  homogène^ 
dont  la  résistance  est  proportionnelle  au  carré  de  la 
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vitesse.  Déterminer  la  hauteur  à  laquelle  la  bille  s^ élè- 
vera après  un  nombre  donné  de  réflexions . 

On  prendra  en  considération  le  poids  du  milieu  déplacé 
par  la  bille. 

Soient  «1  la  hauteur  initiale  d'où  tombe  la  bille,  et 
généralement  «„^i  la  hauteur  à  laquelle  elle  s'élève  après 
n  réflexions.  Nommons  B  le  volume  de  la  bille,  p  la  den- 
sité de  ce  corps,  p'  celle  du  milieu  et  k  la  résistance  du 
milieu  pour  une  vitesse  égale  à  l'unité. 

Le  poids  d'un  corps  dans  un  milieu  pesant  est  égal  au 

poids  de  ce  corps  dans  le  vide  moins  le  poids  du  milieu 

déplacé-,    par  conséquent,   si  nous    considérons  la   bille 

dans  sa  descente,  et  que  nous  prenions   le  point  le  plus 

élevé  d'où  elle  descend  pour  origine  de  la  distance  x,  nous 

aurons 

de  _B^p  — Bg-p' 


dœ  B 


ou,  posant  ^  ^i  — ^  )  =^', 


k,\ 


—  /<^2 


dx. 


Intégrons,  en  observant  que  p-  et  x  sont  nuls  à  l'instant 
où  la  chute  commence;  il  vient 

log 


Q.k  g'  —  kv- 

Ainsi  la  vitesse  Vn  du  mobile  à  l'instant  de  son  n''^'""  choc 
vérifie  l'équation 

ik      °  g'  —  /■('„  g' 

Considérons  actuellement  l'ascension  qui  suit  ce  n"""" 
choc,  et  désignons  par  x  la  hauteur  du  mobile  au-dessus 
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du  plan.  Nous  avons 


ou 

vdv 


—  dx, 


g'  +  /.o' 
équation  qui  a  poui^  intégrale 

— -  lo<7     IH-  —  i'- 
^k      "[  g' 

Si  l'on  considère  en  particulier  l'instant  où  l'ascension 
commence,  on  aura 

Posons,  pour  abréger, 


Alors  les  équations  (i)  et  (2)  nous  donnent 


I 


d'où  l'on  voitcjue est  le  «'^""^  terme  d'une  progres- 

sion  arithmétique  dont  le  premier  terme  est  —  et  dont  la 


raison  est  1  unité. 
Il  s'ensuit 


nu,  +  I 
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et  si  l'on  remplace  Mj,  u^^i  par  leurs  valeurs, 

6'^^'^'  -  I 


g2/i^„+l 


I     ,        («H-O 
=  — r  loi 


—  //  -1-  I 


-^  '■  726'  '  /?  -T-  I 

Telle  est  la  hauteur  du  n'^'""  bond. 

Quand  on  suppose  que  la  bille  arrive  d'une  distance 

infinie,  a^  est  infini,  et  la  valeur  précédente  se  réduit  à 

celle-ci 

I 

EuLKR,  Mechan.,  t.  I,  p.  iga. 

3.  Un  centre  d'attraction  est  entouré  (Van  milieu 
dont  la  densité  varie  avec  la  distance  suivant  une  loi 
connue,  et  dont  la  résistance  est  proportionnelle  au 
carré  de  la  vitesse.  Déterminer  quelle  doit  être  V attrac- 
tion de  ce  centre  pour  quun  point  matériel  abandonné 
à  son  action  emploie  toujours  le  même  temps  pour  l'at- 
teindre, quel  que  soit  le  point  de  départ. 

Soient  a  la  distance  du  centre  au  point  matériel  à  l'in- 
stant où  le  mouvement  commence,  x  cette  distance  à 
l'époque  f,  F  la  force  d'attraction  et  p  la  densité  du  mi- 
lieu, laquelle  est  une  fonction  de  x. 

L'équation  du  mouvement  est  ici 


p  v' 


ou, 


(h 

dx 

:  - 

-  V 

multi 

ipliant 

par  2e~^ 

f9 

dx 

d.[e- 

-2/prfx^oj 

= 

— 

c 

—  •ifpda 

ir-  Z^  2 

r. 

■:.-' 
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On  détermine  la  constante   par  la  condition  que  p»  soit 
nul  lorsque  x  =  a\  alors,  si  Ton  pose,  pour  abréger, 

0  Jo 


il  vient 


P=  s/A-Xe-fp^'^, 
e~J'P'^''dx 


dt  =: 


V^A  — X 


Posons  encore 


(■)  ./P<'^^  =  P; 


nous  aurons 


dx 


dX 
dt 


P  y/A  —  X 
etla  durée  de  la  chute  du  corps  sera  donnée  par  la  formule 

dX 


Py^A  — X 


Puisque  le  second  membre  doit  être  indépendant  de  la 
distance  initiale,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  indépen- 
dant de  A,  il  faut  que  la  quantité  comprise  sous  le  signe  J' 
soit  du  degré  o  en  A,  X  et  ^ZX.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi, 

P  doit  être  une  fonction  homogène  et  du  degré  -  par  rap- 
port à  X  et  Aj  mais,  d'après  l'équation  (i),  P  est  indé- 
pendant de  A,  donc  la  seule  valeur  qui  puisse  convenir  à 
cette  quantité  est 

P  désignant  une  constante. 
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Ceci  posé,  l'équation  (i)  nous  donne 

v/x 

et  comme  X  et  a:  sont  nuls  en  même  temps, 

0 

Elevons  au  carré,  puis  remplaçons  X  par  sa  valeur; 
nous  trouvons 

XX  V"       nx  ~]  2 

e -^fp ^"^ F dx  rrz       /      e-fp^dxl' 

De  la  différentielle  de  cette  équation, 

XX 
e-fpd^dx, 

on  tire  la  valeur  cherchée, 

I  r^ 

F  =  7—  cfp  '^^  /     e-fP  ^^dx. 

Lorsque  p  =  o,  ce  qui  est  le  cas  du  vide  parfait, 

.r 
F  —  ■ — -• 

4P^ 

Lorsque  p  est  une  constante,  ce  qui  est  le  cas  d'un  milieu 
homogène, 

4P^p^         ^ 

EuLER,  Médian.,  1. 1,  p.  220. 

4.  TJn  centre  de  forces  C  est  animé  d'un  mouvement 
uniforme  suivant  la  direction  OPCA5  il  repousse  en 
raison  directe  de  la  distance  un  point  matériel  P  qui  se 
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meut  suwcijit  la  même  droite,  dans  un  milieu  homogène 
et  dont  la  résistance  est  proportionnelle  à  la  "vitesse. 
Déterminer  la  position  du  point  matériel  à  une  époque 
donnée. 

Soient  a  et  a'  les  distances  initiales  du  centre  C  et  du 
point  P  à  l'origine  fixe  O ,  (3  et  ji'  les  vitesses  initiales  de 
ces  mêmes  points,  p.  la  force  répulsive  à  l'unité  de  dis- 
tance, A"  la  résistance  du  milieu  pour  l'unité  de  vitesse  et 
X  la  distance  qui  sépare  le  point  P  de  l'origine  O  à  l'é- 
poque t. 

Si  nous  convenons  de  considérer  comme  positives  les 
vitesses  et  les  distances  comptées  dans  la  direction  OPCA, 
et  comme  négatives  les  vitesses  et  lés  distances  comptées 
dans  la  direction  contraire,  le  mouvement  sera  toujours 
représenté  par  l'équation 

d-.T  d.v 

■ =  —  u.{a  -\-  2)t  —  x)  —  f>  —-■) 


qui,  si  l'on  pose 
peut  s'écrire, 


dt'  ^         dt        ^■* 


Nous  intégrerons  cette  équation  par  la  méthode  commune 
des  équations  linéaires. 

Substituons  la  valeur  ^=  Ae''',  dans  laquelle  A  et  p 
désignent  des  constantes  qu'il  s'agit  de  déterminer.  Il 
vient 

équation  qui  a  pour  racines 

p    =:: ,        p     = , 
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par  conséquent,  l'intégrale  générale  sera 

K  =  CeP''  -hC'eP"^, 
c'est-à-dire 

a:  =  a-h^  -hBt-hC  eP'  +  C'cP"^. 
Lorsque  t  est  nul,  on  doit  avoir 

"  =  "■    37  =  ?' 

de  là  il  suit  que  les  constantes  C  et  C"  sont  déterminées 
par  les  deux  équations 

a'  =  «  +  M  +  C'  +  C%      p'  =p-hp'C'-h-  p"C". 

On  trouvera  ce  problème  et  plusieurs  autres  du  même 
genre  dans  les  Mémoires  du  jésuite  V.  Riccati,  De  motu 
rectilineo  corporis  attracti  aut  repulsi  à  centra  mohili^ 
Disquisitio  quarta.    Comment.  Bonon.,  t.  VI,  p.  212-, 

1783. 

5.  Un  point  matériel  reçoit  une  vitesse  donnée  j3  dans 
un  milieu  homogène,  dont  la  résistance  est  proportion- 
nelle à  la  racine  carrée  de  la  'vitesse.  Déterminer  Vé- 
poqiie  à  laquelle  le  point  s'arrêtera. 

Si  l'on  nomme  A  la  résistance  du  milieu  pour  l'unité  de 
vitesse  et  T  l'époque  cherchée,  comptée  à  partir  de  l'in- 
stant où  le  mouvement  commence,  on  trouve 

6.  Un  point  pesant  est  placé  dans  un  milieu  homo- 
gène dont  la  résistance  est  proportionnelle  au  carré  de 
la  vitesse.  Soient  t  le  temps  nécessaire  à  ce  point  pour 
acquérir  en  tombant  une  vitesse  t^,  et  r  le  temps  qui  lui 
serait  nécessaire  pour  perdre  cette  même  vitesse  si  on  le 

I.    3*   ÉDIT.  ig 
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lançait  verticalement  de  bas  en  haut.  Déterminer  la  re- 
lation qui  existe  entre  les  deux  quantités  t  et  z. 

Si  l'on  représente  par  k  la  résistance  du  milieu  pour 
l'unité  de  vitesse,  on  trouve  la  relation 


:ts/Jk  =  ]oglan§l^j-hTS,/g/.\ 


7.  Un  point  matériel j,  lancé  avec  une  vitesse  de 
3oo  mètres  par  seconde,  dans  un  milieu  dont  la  résis- 
tance est  cens  tante ,  a  perdu  la  moitié  de  sa  vitesse  en 
parcourant  une  longueur  d'un  décimètre.  Déterminer  le 
temps  employé  à  parcourir  cet  espace. 

Le  temps  cherclié  est  éîral  à  — --  de  seconde. 
*■  2200 

8.  Un  point  matériel,  parti  du  repos ,  est  attiré  vers 
un  ceîitre  fixe  par  une  force  d'intensité  constante  ;  le 
mouvement  s^ exécute  dajis  un  milieu  dont  la  résistance 
est  proporlioTinelle  au  carré  de  la  vitesse  et  à  V inverse 
de  la  distance  au  centre.  Déterminer  la  vitesse  du  mo- 
bile à  une  distance  quelconque  du  centre,  et  trouver  la 
distance  pour  laquelle  cette  vitesse  est  un  maximum. 

Soit  jT la  force  d'attraction,  A  la  résistance  du  milieu 
pour  l'unité  de  vitesse  et  l'unité  de  distance  au  centre,,  P'ia 
vitesse,  x  la  distance  du  mobile  au  centre  et  a  la  valeur 
initiale  de  cette  distance. 

On  trouve  généralement 

et  la  distance  qui  correspond  au  maximum  de  la  vitesse 

est 

I 
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9.  Deux  points  pesants  sont  placés  sur  la  même  'Ver- 
ticale dans  un  milieu  homogène  dont  la  résistance  est 
proportionnelle  à  la  vitesse;  au  même  instant,  on  laisse 
tomber  le  corps  supérieur,  et  on  lance  le  corps  inférieur 
de  bas  en  haut  suivant  la  verticale  avec  une  vitesse  don- 
née. Déterminer  le  temps  qui  s^ écoulera  avant  que  les 
deux  corps  se  rencontrent. 

Soient  rt  la  distance  initiale  des  deux  mobiles,  |3  la  vi- 
tesse imprimée  au  mobile  inférieur,  k  la  résistance  du 
milieu  pour  l'unité  de  vitesse  et  T  le  temps  cherché. 

On  trouve 

i,  6 

T  =  -  loc: 


10.  Un  point  pesant,  d  élasticité  connue  E,  tombe 
sur  un  plan  horizontal,  dans  un  milieu  homogène  dont 
la  résistance  est  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse;  ■ 
la  vitesse  initiale  est  nulle,  et  la  hauteur  du  point  de  dé- 
part au-dessus  du  plan  est  connue.  Déterminer  la  lon- 
gueur de  tout  le  chemin  quil  doit  parcourir  avant  d 'ar- 
river au  repos. 

Si  l'on  nomme  Ala  résistance  du  milieu  pour  l'unité  de 
vitesse,  a  la  hauteur  initiale  et  s  la  longueur  cherchée, 
on  trouve 

I  ,       I  —  E^  e-'"''" 

BoRDONi,  Memorie  délia  Societa  Italiana,  1816,  p.  162. 
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CHAPITRE  III. 

MOUVEMENT  QUELCONQUE  D'UN  POINT  MATÉRIEL  LIBRE. 


SECTION  I. 

FORCES    SITUÉES    DANS    UN    MEME    PLAN    ET    DIRIGÉES    d'uNE 
MANIÈRE    QUELCONQUE. 

Considérons  un  point  matériel  qui  décrit  une  courbe 
plane  sous  l'action  de  forces  dirigées  comme  Ton  voudra 
dans  le  même  plan.  Si  nous  nommons  .r,  y  les  coordon- 
nées de  ce  point,  X  la  somme  des  composantes  des  forces 
.accélératrices  suivant  Taxe  des  x,  Y  la  somme  des  compo- 
santes suivant  l'axe  desy  et  t  l'époque  considérée,  toutes 
les  circonstances  du  mouvement  seront  contenues  dans 
les  équations 

d^ X  d^  Y 

(*)  *v==''  ^=^- 

Cette  méthode,  qui  consiste  à  décomposer  les  forces  accé- 
lératrices suivant  des  axes  fixes,  et  ramène  ainsi  l'étude 
du  mouvement  aux  formules  du  mouvement  rectiligne,  a 
été  donnée  pour  la  première  fois  par  Maclaurin  en  1742, 
dans  son  Traité  des  Fluxions  (vol.  I,  art.  4^5  et  suiv.). 
Avant  cette  époque,  toutes  les  questions  étaient  résolues 
par  la  méthode  des  composantes  tangentielles  et  normales 
qui,  en  général,  ne  se  prête  pas  aussi  bien  aux  transfor- 
mations de  l'analyse,  quoiqu'elle  dérive  plus  immédiate- 
ment de  la  nature  même  du  mouvement  curviligne.  C'est 
la  marche  qu'Euler  a  suivie  dans  sa  Mécanique,  publiée 
en  1736. 
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La  métliode  des  composantes  tangentielles  et  normales 
est  fondée  sur  deux  formules  utiles  à  connaître. 

Soient  : 

p*  la  vitesse  du  mobile  en  un  point  de  sa  trajectoire; 

s  l'arc  de  la  courbe  qui  se  termine  au  même  point  ; 

p le  rayon  de  courbure  5 

T  la  somme  des  forces  qui  sollicitent  le  mobile,  esti- 
mées suivant  la  direction  de  son  mouvement; 

N  la  somme  des  mêmes  forces  estimées  suivant  la  nor- 
male qui  se  dirige  du  côté  de  la  concavité  de  la  courbe. 

Le  mouvement  est  représenté  par  les  équations 


ds 


T,        -  =  N. 


Si  l'on  remplace  dans  ces  formules  —  et  p  par  leurs 

valeurs  bien  connues  en  x,  j-,  t  et  leurs  dérivées,  on  ob- 
tient deux  équations  différentielles  du  second  ordre  qui 
sont  équivalentes  aux  équations  (A). 

1.  Un  point  matériel  et  pesmit  décrit  la  trajectoire 
ABCD5  on  connaît  sa  vitesse  au  point  B,  estimée  sui- 
vant une  perpendiculaire  à  la  corde  BC,  et  Von  demande 
sa  vitesse  au  point  C,  estimée  suiuant  la  même  direc- 
tion. 

Prenons  la  corde  BC  pour  axe  de^  x^  et  la  perpendicu- 
laire qui  est  dirigée  de  bas  en  haut  pour  axe  des  j.  Soient 
ex.  l'inclinaison  de  la  corde  sur  l'horizon,  u  la  composante 
connue  de  la  vitesse  au  point  B,  et  Wj  la  composante 
cherchée  de  la  vitesse  au  point  C. 

On  a 

—  ^-gcos^. 
Si  l'on  prend  l'instant  du  passage  au  point  B  pour  ori- 
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gine  du  temps,  et  que  l'on  intègre  deux  fois,  il  vient 

dv 

—~  =  u  —  s;  cos  x.t, 

dt  ^ 

I 

y  =^  ut s;  cos oL.t^. 

Ces  deux  équations  générales,  appliquées  au  point  G  de 
la  trajectoire,  nous  donnent 

U^z=^  u  —  g  cosa.^, 


et  l'on  en  lire 


I 
O  =  // s  cos  a .  t. 


Ainsi,  quand  un  projectile  lancé  dans  le  vide  coupe 
une  droite  donnée  en  deux  points^  il  la  traverse  avec 
des  vitesses  dont  les  composantes  perpendiculaires  à  la 
droite  sont  égales  et  de  sens  contraires . 

2.  Un  point  matériel  décrit  une  parabole  autour  d"* un 
centre  de  forces  situé  à  V intersection  de  la  directrice  et 
de  Vaxe.  Trouver  la  force  qui  sollicite  le  mobile  en  un 
point  quelconque  de  sa  trajectoire. 

Prenons  le  centre  des  forces  pour  origine  des  coordon- 
nées, l'axe  de  la  parabole  pour  axe  des  x,  et  la  directrice 
pour  axe  des  j. 

Soient  p  le  paramètre,  r  la  distance  du  mobile  à  l'ori- 
gine, et  F  la  force  que  nous  supposerons  répulsive. 

Le  mouvement  est  représenté  par  les  équations 


d'où  l'on  tire 


d^x  _Yx        d^y  ^Yj 


d^x  d'^y 


dx  dy 
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La  constante  C  représente  le  double  de  l'aire  décrite  par 
le  rayon  vecteur  dans  l'unité  de  temps. 
D'un  autre  côté,  l'équation  de  la  parabole 

nous  donne 


dr  dx 

d"^  y        dy'^  d"^  .x 

•^~dt'   '^TF  ~'^~dt^^ 

et  si  l'on  remplace  les  dérivées  secondes  par  leurs  valeurs, 
(3)  lll^''jl=/^. 

^    '  r  df        '     r 

'  doc        cly 

Eliminons  —  et-j-  entre  les  équations  (i),  (2)  et  (3). 
Il  vient 


F  = 


[p^  —  y^Y 

ou,  d'après  l'équation  de  la  parabole, 

Or 


Y  = 


P{P 


3.  Un  point  matériel  se  meut  sous  V action  de  deux 
centres  fixes  qui  r attirent  en  raison  inverse  de  la  dis- 
tance avec  des  intensités  égales  pour  des  distances 
égales.  On  suppose  que  la  vitesse  du  mobile  est  con- 
stante. Quelle  peut  être  dans  cette  hypothèse  sa  trajec- 
toire? 

Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  qui  joint  les  deux  cen- 
tres, et  pour  origine  le  point  milieu  de  cette  droite. 

Soient  2  a  la  distance  des  deux  centres,  7'et  r'  les  dis- 
tances du  mobile  à  ces  deux  points,  et  [i.  l'attraction  à 
l'unité  de  distance. 
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Les  équations  du  mouvement  sont  ici 


d'x 

__  ff 

a  —  X 

f* 

a  -h  X 

dt' 

r 

r 

r' 

r' 

d'y 

dt' 

r   r 

r' 

r 

r'' 

De  plus, 

,  on  a  constamment 

dx-' 

df- 

:  const 

•> 

ou,  ce  qui 

revient  au  même, 

dx  d^  X 
dt   dt^ 

dt 

d'y  _ 
dt' 

:  O. 

Si  dans  cette  relation  on  remplace  les  dérivées  se- 
condes par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  du  mouve- 
ment, on  obtient  l'équation  différentielle  de  la  trajec- 
toire, 

dx  l  a  -\-  X        a  —  x\         dy  ^  j     ^     y    ^  


dt   \     r"  r'     )         dt  \r'        r 

[x  -^  a)  dx  +  ydy        {x  —  a)dx  -V-  ydy 

{x  ^aY+y'  {x  —  af  +j^      ~ 

L'intégrale  est 

log[(x  +  a)^+7^]  +  log[(x  —  flp  +  j']  =  const.  =  logC% 

[(a:  +  «  )' +  j?]  [(a;  —  «)2  +  j  =  ]  =  O. 

Cette  équation  exprime  que  le  produit  des  distances 
du  mobile  aux  deux  centres  d'attraction  est  constant.  Par 
conséquent,  si  le  mouvement  uniforme  est  possible,  la 
trajectoire  sera  une  lemniscate. 

Quand  on  fait  C  =  a,  l'équation  précédente  représente 
une  lemniscate  de  Jacques  Bernoulli.  On  peut  vérifier 
que  le  mobile  décrira  réellement  cette  courbe  d'un  mou- 
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vement  uniforme  sous  l'action  des  deux  centres,  s'il  est 


lancé  suivant  la  tangente  avec  une  vitesse 


égale  à  2  l/^- 


4.  Un  point  matériel  est  attiré  par  un  centre  qui  se 
meut  en  ligne  droite  avec  une  vitesse  uniforme,  et  dont 
le  pouvoir  attractif  est  proportionnel  à  la  distance^  la 
vitesse  initiale  du  point  matériel  est  dirigée  dans  un 
même  plan  avec  la  droite  que  parcourt  le  centre  d^ attrac- 
tion. Déterminer  la  position  du  point  matériel  à  une 
époque  quelconque. 

Prenons  pour  origine  la  position  initiale  du  centre 
d'attraction. 

Soient  a  et  /3  les  projections  de  la  vitesse  du  centre  sur 
les  axes  des  x  et  des  j.,  a  el  b  les  coordonnées  initiales  du 
point  matériel,  p  sa  vitesse  initiale  suivant  l'axe  des  x, 
q  sa  vitesse  initiale  suivant  l'axe  des  j^,  et  fx  l'attraction  à 
l'unité  de  distance. 

A  l'époque  t  les  coordonnées  du  centre  d'attraction  se- 
ront aï  et  |3f  5  par  conséquent,  si  l'on  représente  par  x 
elj  les  coordonnées  du  point  matériel  à  la  même  époque, 
on  aura 

d'^r 

•;^  =  <'(P'-r). 

La  première  équation  peut  s'écrire 

d"^  ix  —  a.t)  . 

— .    -\-^[x  —  CLt)=0. 

Sous  cette  forme  on  voit  tout  de  suite  que  l'intégrale  est 

a:  =  A  cos  (f  \/fI)  4- B  sia  (?  \/pi  )  H- ar. 
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On  détermine  les  constantes  A  et  B  par  la  condition  que 
pour  f  =  o  on  ait 


dx 
.r  =  a     et 

il  vient 


.r  =  a     et     —-=:»: 
dt       ^  ■ 


A=:fl      et      B=:' =^, 

Vf* 
d'où 

X  =  flcos(?  y/p.)  H sin  (^\/fI)  +  a.t. 

f* 

On  trouvera  de  la  même  manière 

j=:  ^>cos(^\/pt.)  + ^sin(?y/fl)  H-  ^t. 

5.  Un  point  matériel  décrit  une  parabole  sous  l'action 
de  deux  forces  :  l'une  ^  parallèle  à  Vaxe,  est  inconnue  j 
Vautre,  dirigée  suivant  la  perpendiculaire  abaissée  sur 
l'axe,  est  proportionnelle  à  la  longueur  de  cette  per- 
pendiculaire. On  donne  la  'vitesse  du  mobile  au  sommet 
de  la  parabole,  et  Von  demande  de  déterminer  la  force 
inconnue,  ainsi  que  la  position  du  mobile  à  une  époque 
quelconque . 

Soient  [3  la  vitesse  du  mobile  au  sommet  de  la  courbe, 
p  la  force  perpendiculaire  à  l'axe  pour  l'unité  de  dis- 
tance, X  la  force  cherchée,  et  j^^=  ^px  l'équation  de  la 
parabole. 

Les  équations  du  mouvement  sont 

d^x_ 

7F  =  -^^- 
Si  l'on  multiplie  celte  dernière  équation  par  2  —  et  que 
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l'on  intègre,  il  vient 

(A.)      ,  |,'=p-pj^ 

D'un  autre  côté,  l'équation  de  la  parabole  nous  donne 

df  dx 

^'dt~^~dt'' 
dj-  d'^y  d'^x 

7r'^^~dF~^^'dF' 

et  si  l'on  remplace  les  dérivées  secondes  par  leurs  valeurs, 

-^=^r'  +  /'X. 

Cette  équation,  jointe  à  l'équation  (A),  nous  fait  con- 
naître la  valeur  de  la  force  X, 

P  P 

Résolvons  la  seconde  partie  du  problème. 
L'équation  (A)  peut  s'écrire 

dt~  -^ 


Prenons  pour  origine  du  temps  l'instant  où  le  mobile 
passe  au  sommet  de  la  courbe,  et  intégrons  \  il  vient 


■     I         .   y^v 

?  =  —=  arc  sm  — -^  > 

j=  — sin(fv'fx), 
Vf* 


et,  par  conséquent, 


X  =z 


_  C2  _ 

sin'  [t\/^)=  -~- —  [  r  —  CCS  \it  y/p}] . 
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Ces  valeurs  nous  montrent  que  le  mobile  oscille  de 
part  et  d'autre  du  sommet  sur  l'arc  dont  les  extrémités 

répondent  à  l'abscisse  -— -  •>  la  durée  d'une  oscillation 

étant  --=.• 
Vf* 

6.  Une  petite  bille  d^une  élasticité  connue  est  lancée 
au-dessus  d'un  plan  horizontal,  dans  une  direction 
connue  et  avec  mie  vitesse  donnée.  Déterminer  les  points 
oit  la  bille  viendra  frapper  le  plan  après  ses  bonds  suc- 
cessifs,  la  vitesse  et  la  direction  de  la  bille  à  l'instant  de 
ces  chocs  et  les  époques  auxquelles  ils  auront  lieu.  On 
supposera  que  la  bille  est  lancée  d\in  point  pris  sur  le 
plan  horizontal. 

Soient: 

e  l'élasticité  de  la  bille; 

Mo  la  vitesse  initiale  5 

«„  la  vitesse  qui  anime  le  mobile  immédiatement  avant 
le  n"""'  choc  5 

«0  l'angle  que  la  direction  de  la  vitesse  initiale  fait  avec 
l'horizon  ; 

a„  l'angle  sous  lequel  la  bille  vient  frapper  le  plan  ho- 
rizontal au  n'^"""  choc  5 

f„  le  temps  qui  s'écoule  entre  l'instant  du  départ  et  le 

/„  la  distance  qui  sépare  la  position  initiale  et  le  point 
où  le  ;2""'«  choc  a  lieu. 

La  théorie  du  choc  des  corps  nous  donne 

K„  cosa„  =  H„_,  ces  an_i  , 
«„  sin  a„  =  eUn—\  sin  a„_i. 

Si  l'on  applique  ces  équations  aux  chocs  successifs,  on 
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tire  de  la  première 

(l)  H„COSa„  =  «iCOSa,  r=  ZioCOSao, 

et  de  la  seconde 

{2)  K„sina,i  =  <?"~' «iSina,  =:  e"~' «osinaoj 

par  conséquent, 

tang  a„  =  e""~'  tang  a^ , 

Un  z=  Kocosao[i  +  e-("-')  tang^ao]^ 

Ces  dernières  formules  nous  donnent  la  direction  et  la 
vitesse  de  la  bille  à  l'instant  du  n'^'"^  choc  5  elles  nous  per- 
mettent de  déterminer  toutes  les  circonstances  du  mou- 
vement sur  chacun  des  arcs  paraboliques. 

D'après  les  propriétés  bien  connues  du  mouvement  des 
projectiles  dans  le  vide,  nous  avons 

2 

tn  —  ?«_!  =  —  w„  sin  a„ , 
S 

In  —  In-l  =  «„COSa„  {tn  —  t„-i). 

La  première  de  ces  équations  peut  s'écrire,  en  vertu  des 
relations  (2), 

(  3  )  /„  —  ^«_i  =  -  «0  sin  «0  e"-'  ; 

S 

on  en  conclut 

tn  =  -  Uo  sin  ao  [e"-'  -{-  e"-'  + .  .  .  +  e  H-  i), 

b 

2KoSinao    I  —  e" 


Telle  est  l'époque  du  ^2'^'"^  choc. 

La  seconde  des  équations  considérées,  eu   égard  aux 
relations  (2)  et  (3),  peut  se  mettre  sous  la  forme 

2  .  ul  sin  2.  Uo 

In  —  /„— 1  =  —  «0  cosao  sm  ao  £'"""'  = e"~'  ; 


3o2  MÉCANIQUE    RATIONNELLE. 

on  en  tire 

/„  =  -^ (e"-'  +  e"-^  +  .  .  .  +  e  4-  I  ), 

S 

ul  sinsa,,   i  —  e" 

'n  ■ —  ' 

g  1  —  e 

C'est  la  distance  du  point  de  départ  au  point  du  Ji''"""  clioc. 
BoRDONi,  Memorie  délia  Societa  Italiana,  t.  XVII, 
part.  I,  p.  191  ;  1816. 

7.  Un  point  matériel  est  attiré  vers  deux  axes  rec- 
tangulaires OX,  OY  par  des  forces  inversement  propor- 
tionnelles aux  cubes  de  ses  dislances  à  ces  axes.  Déler- 
miner  sa  trajectoire. 

Nous  supposerons  que  le  mobile  est  primitivement 
placé  dans  le  plan  des  deux  droites  OX,  OY  sans  vitesse 
initiale,  et  nous  prendrons  ces  droites  pour  axes  coor- 
donnés. 

Soient  rt,  b  les  coordonnées  initiales  du  mobile,  et 
/7z\  7z*  les  attractions  des  axes  OX,  OY  à  l'unité  de  dis- 
tance. 

Les  équations  du  mouveraenl  sont 


f/^.r              w" 

d^Y 

n' 

IF  ~~  x^' 

dt- 

r 

elles  ont  pour  intégrales  premières 

dF-^~^  '  dF-y^'^^' 

A  et  B  représentant  deux  constantes  arbitraires. 

Si  l'on  détermine  ces  constantes  par  les  données  ini- 
tiales, il  vient 

dx^  /  I         I  \        dy'^         ,  /  1         î 


di'  ~"'  U'     «v'    '^f'     "  Vj'     ^' 
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OU 

xdx  m}  ydy  n'-   , 

—  —  dt,      -;    •  =  -r-  dt. 


Intégrons  une  seconde  fois,  et  nommons  A',  B'  des  con- 
stantes arbitraires  ;  nous  obtenons 

(2)     in^fl'  — ,2:2=:— ?  +  A',     ir:  v/^- —  7' =  ^  ^  +  B'. 

U  0 

Or,  lorsque  £  =  o,  on  a 

x^=z  a^     X  ^^  b; 

par  conséquent,  les  constantes  sont  nulles,  et  les  inté- 
grales peuvent  s'écrire 

x"^  zzz  a^ 5      y^  =  0' r—  • 

«2  "  0' 

Ces  expressions  de  x  et  de  jy  deviennent  imaginaires 

lorsque  t  atteint  les  valeurs  — ^'>  ~'i  elles  ne  peuvent  donc 

convenir  après  les  époques  marquées  par  ces  valeurs. 
Occupons-nous  d'abord  de  la  variable  x.  Pour  avoir  son 

expression  après  l'époque  ï  =  — -■>   il  nous  faut  revenir 

à  l'équation  primitive  (i),  et  l'intégrer  en  déterminant 
les   constantes   par   les  circonstances  qui  se  présentent 

a  1  époque  t  =  — • 

Puisque  le  temps  n'entre  pas  dans  la  valeur  de  —  que 

l'on  obtient  par  une  première  intégration,  on  arrivera 
encore  à  l'équation  (2), 


ZIL  \i a}  —  x""  z=  —  ^  +  A'. 
a 
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a} 

Si  l'on  y  pose  «  =  —  et  x  =  o,  ce  qui  est  la  valeur  de  x 

correspondante  à  cette  époque,  on  trouve 

A'  =  —  flipa, 

et  comme  t  doit  augmenter  lorsque  la  valeur  numérique 
du  radical  diminue,  il  faut  prendre  A'  =  —  2a  5  en  sorte 
que  l'on  a 

~  a  \Ja''  —  jt'  =  ni'^t  —  ia^. 

Le  radical  a  le  signe  inférieur  lorsque  le  mobile  s'approche 
de  l'axe  des  y\  il  a  le  signe  supérieur  lorsqu'il  s'en  écarte. 
Elevant  au  carré,  il  vient 

,.=_fi;(,_i^u,_3_^ 

Cette  valeur  de  a:  devient  imaginaire  lorsque  t  atteint  la 

I       1        Ra- 
valeur — -• 

On  verra  de  même  qu'à  partir  de  cette  époque  jusqu'à 

l'époque  t  =-  —pi  la  formule  qui  représente  le  mouvement 

est 

et  ainsi  de  suite. 

Il  résulte  de  celte  discussion  que  la  projection  du  mo- 
bile sur  l'axe  des  x  exécute  de  part  et  d'autre  de  l'origine 

des  oscillations  dont  la  durée  commune  est  — -?  et  l'am- 

plitude  ia.  Généralement  la  valeur  de  x  en  fonction  de£ 
pour  la  p''"""  oscillation  est  donnée  par  la  formule 

«2  («2  —  x-")  =[mH  —  1  {p  —  i)  fl'p. 
Ou  trouvera  de  la  même  manière  que  la  projection  du 
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mobile  sur  l'axe  desj  exécute  de  part  et  d'autre  de  l'ori- 

ffine  des  oscillations  dont  la  durée  commune  est  —  ?  et 

*^  «^ 

l'amplitude  ^b.  La  valeur  de  j-  en  fonction  de  t  pour  la 
^ihne  oscillation  est  donnée  par  la  formule 

Si  l'on  élimine  t  entre  ces  deux  dernières  équations, 
il  vient 

an^ls/a-  —  .x'^  -^  ^{p  —  0 ^^J  "-  ^'""  LV^'  — J^'  ~'^  ^[9  —  ï)  ^]  • 

Cette  équation  représente  la  courbe  sur  laquelle  se  meut 
le  mobile  à  l'époque  f,  pourvu  qu'on  y  remplace  p  par  le 
nombre  entier  immédiatement  supérieur  à 

a- 


et  q  par  le  nombre  entier  immédiatement  supérieur  à 

«2        n-t  H-  b"^ 
ib-     "  ^       ^' 


On  pourra  construire  les  courbes  qui  correspondent 
aux  diverses  valeurs  simultanées  de/?  etde<7;  les  inter- 
sections de  ces  courbes  détermineront  la  partie  de  chacune 
d'elles  qui  est  parcourue  par  le  mobile. 

On  voit  par  ce  problème  que,  dans  certaines  questions 
de  dynamique  qui  admettent  toujours  une  solution  réelle, 
les  intégrales  des  équations  du  mouvement  peuvent  néan- 
moins présenter  des  quantités  imaginaires  qui  s'intro- 
duisent lorsque  le  temps  dépasse  une  certaine  valeur.  Cela 
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montre  que  le  mouvement  ne  peut  être  représenté  à  toute 
époque  par  les  mêmes  formules.  Alors,  pour  obtenir  les 
formules  réelles  quil  faut  substituer  aux  premières, 
lorsque  celles-ci  deviennent  imaginaires,  il  suffit  d'inté- 
grer de  nouveau  les  équations  primitives  en  déterminant 
les  constantes  par  les  circonstances  qui  ont  lieu  à  l'in- 
stant oii  les  premières  formules  cessent  d'être  réelles. 

8.  Un  projectile  est  lancé  sous  une  inclinaison  con- 
nue a,  avec  une  vitesse  telle,  que  sa  trajectoire  passe  en 
un  point  donné  A.  On  sait  que  la  droite  qui  joint  le 
point  de  départ  au  point  A  fait  avec  l'horizon  un  angle 
^j  et  que  le  corps  parcourrait  cette  droite  en  n  se- 
condes s'il  se  mouvait  uniformément  avec  la  ^vitesse  ini- 
tiale. Déterminer  V instant  auquel  le  projectile  attein- 
dra le  point  A. 

Le  temps  qui  s'écoule  entre  l'instant  du  départ  et  l'in- 
stant cherclié,  exprimé  en  secondes,  est  éeral  à  n  — -• 

9.  ^u  même  instant  on  laiice  deux  projectiles  dans 
un  même  plan  vertical,  avec  des  vitesses  v  et  v',  sous 
des  inclinaisons  a  et  ex!.  Outre  le  point  de  départ,  il  est 
un  second  point  commun  à  leurs  trajectoires  ^  les  deux 
mobiles  l' atteindront  à  des  époques  différentes.  On  de- 
ïuande  l'intervalle  T  qui  sépare  ces  deux  époques. 

Si  l'on  suppose  a  ^  a',  on  obtient 

„        2    ce'  sin  {  a  —  a'  ) 

T  = • 

g  c  ces  a  -+-  {>'  cos  a' 

10.  Déterminer  le  temps  T  qu'un  projectile  emploie  à 
parcourir  un  arc  donné  de  sa  trajectoire  parabolique,  en 
fonction  des  vitesses  v  et  v'  aux  extrémités  de  cet  arc, 
de  la  vitesse  v^  au  sommet  de  la  parabole,  et  de  l'an- 
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gle  |3  que  font  entre  elles  les  tangentes  aux  extrémités 
de  Varc. 

On  trouve 

14.  Un  point  matériel  décrit  une  ellipse  sous  V action 
d^une  force  perpendiculaire  au  grand  axe.  Trouver  la 
force  qui  le  sollicite  en  un  point  quelconque  de  sa  tra- 
jectoire. 

Soient 

— h  "4-  =1 

l'équation  de  l'ellipse,  Y  la  force  cherchée  parallèle  à 
l'axe  desj)^,  |3  la  vitesse  constante  du  mohile  suivant  l'axe 
des  X. 

On  trouve 

Si  l'ellipse  se  réduit  à  un  cercle  de  rayon  a,  la  force 
devient 

Newton,  Principia,  lib.  ï,  prop.  S. 

RiccATi,  Comment.  Bonon.,  t.  IV,  p.   i49'  ^7^7* 

12.  Un  point  matériel  décrit  une  cjcloïde  sous  l'ac- 
tion cV une  force  parallèle  à  la  base.  Déterminer  la 
force  qui  le  sollicite  en  un  point  quelconque  de  sa  tra- 
jectoire. 

Soient 

X  z=z  a[i  —  ces 9), 

j=zfl(9-l- sinQ) 
les  équations  de  la  cycloïde,  Y  la  force  cherchée  parallèle 

20. 
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à  l'axe  des  y,  ^  la  vitesse  constante  du  mobile  suivant 
Taxe  des  x. 
On  trouve 


a  (  2  sin  Ô  ■ —  sin  2  Q) 


13.  XJn  point  matériel  est  lancé  ai^ec  une  vitesse  con- 
nue parallèlement  à  une  droite  fixe,  vers  laquelle  il  est 
constamment  attiré  par  une  force  proportionnelle  à  la 
distajice.  Déterminer  la  position  du  mobile  à  une  époque 
quelconque^  et  trouver  V équation  de  sa  trajectoire. 

Soient  h  la  distance  initiale  du  mobile  à  la  droite,  (3  la 
vitesse  imprimée,  /Ji"  l'attraction  à  Tunité  de  distance. 
Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  donnée  et  pour  axe 
àesy  la  perpendiculaire  qui  passe  par  la  position  initiale 
du  mobile. 

Nous  trouvons 

X  =i?jt,      J  -=  b  CCS  (  a  l  ), 

d'où 

uL.r 
Y  zrzr  b  CCS  ^— • 

[i 

RiccATi,   Comment.  Bonon.^  t.  IV^  p.  i55;  1757. 

14.  J.es  données  restent  les  mêmes  que  dans  le  pro- 
blème précédent,  si  ce  n'est  que  la  force  d' attraction 
varie  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance.  Trouver 
r équation  de  la  trajectoire. 

On  trouve 

X  ^    /?.         b  (  b~9.r\  r, — , 

^'pS/b^''--^.  (^--'^•'^'^«^ ~7r-;-'-  v/^j -!■■ 

RiccATi,   Comment.  Bonon.,  t.  IV,  p.  i5g. 

15.  Un  point  matériel  est  lancé  dans  la  direction  OX 
avec  une  vitesse  donnée  |3  5  ce  mobile  est  attiré  par  une 


1 
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foi'ce  proportionjielle  à  la  distance  vers  un  centre  (inac- 
tion qui  se  meut  uniformément  dans  la  direction  per- 
pendiculaire OY.  Déterminer  la  position  du  mobile 
quand  son  mouvement  devient  parallèle  à  01 . 

Soient  a  la  distance  initiale  du  centre  d'action  à  l'ori- 
gine O,  j3'  la  vitesse  uniforme  de  ce  centre,  ^}  l'attraction 
à  l'unité  de  distance,  et  x' ,  j' les  coordonnées  de  la  posi- 
tion cherchée  du  point  matériel  par  rapport  aux  axes 
OX,  OY. 

On  trouve 

.V'=^,        y' ^     a  +  ^~  i-K  -  1). 

16.  Ln  point  matériel  primitivement  en  repos  est 
abandonné  à  Inaction  de  deux  forces  :  F  une  est  con- 
stante en  grandeur  et  en  direction,  Vautre  est  une 
force  répulsive  émanée  d^un  centre  fixe  et  proportion- 
nelle à  la  distance.  Déterminer  la  position  du  mobile  à 
une  époque  quelconque,  et  trouver  V équation  de  sa  tra- 
jectoire. 

Prenons  le  centre  de  répulsion  pour  origine  des  coor- 
données, et  disposons  les  axes  de  manière  que  chacun 
d'eux  fasse  un  angle  de  4^  degrés  avec  la  direction  de  la 
force  constante. 

Soient  x  =  a^  y  =  Z'  les  coordonnées  de  la  position 
initiale  du  mobile,  [j?  la  force  répulsive  à  l'unité  de  dis- 
tance et  y  la  force  constante. 

Si  l'on  pose  ■  '       =  m^  il  vient 


équations  qui  résolvent  complètement  le  problème. 
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17.    Une  petite  bille  d'élasticité  donnée,  lancée  dans 
Fig.  47-  une    direction    connue 

au-dessus  d^un  plan 
incliné  qui  passe  au 
point  de  dépait,  par- 
court ce  plan  en  bon- 
dissant. Déterminer  les 
angles  d' incidence  et  de  réflexion  aux  différents  chocs. 

Soient  e  Félasticilé  de  la  bille,  i  l'inclinaison  du  plan, 
«0  l'angle  que  la  direction  du  mouvement  initial  fait  avec 
le  plan,  a„  et  (3„  les  angles  de  réflexion  et  d'incidence  au 
j^ième  clioc  comptés  à  partir  du  plan. 

On  trouve 

(  I  —  e)  e"  tangao 

tani;  a„  =;  (?  tanff  6„  = ; -. 

^  °'  I  —  e  — 2  (i —  e'')tangi  tangao 

BoRDONi,  Memorie  délia  Società  Italiana.,  t.  XVII, 
part.  I,  p.  191;  1816. 

i8.  Les  données  sont  les  mêmes  que  dans  le  problème 
précédent.  On  demande  de  troui^er  la  relation  qui  existe 
entre  Vélasticité  de  la  bille  et  les  portées  de  trois  bonds 
successifs  mesurées  sur  le  plan,  et  de  déterminer  la  dis- 
tance de  la  bille  à  son  point  de  départ  lorsqu  elle  com- 
mence à  glisser  en  cessant  de  bondir. 

Conservons  les  notations  du  problème  précédent,  et 
nommons  ^q  la  vitesse  initiale.  Ri,  R2,  etc.,  R„,  Rn+i? 
Rn+2^  etc.,  les  portées  des  arcs  successifs,  et  S  la  distance 
de  la  bille  à  son  point  de  départ  lorsqu'elle  commence  à 
glisser 5  ces  distances  R,,  R2,  etc.,  et  S  seront  positives  en 
remontant  le  plan  et  négatives  en  descendant. 

On  trouve  la  relation 

R„+,  —  ( e  -f-  e^)  R„+,  -f-  e'R,,  r=  0 ; 
d'où  l'on  voit  que  les  portées  des  arcs  successifs  seront  les 
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coefficients  des  puissances  successives  de  l'indéterminée  z 
dans  le  développement  de  la  fraction 

R,  —  [(g-f-ORi  — R^jz 

suivant  les  puissances  ascendantes  de  z.  Il  suit  de  là,  en 
faisant  z  =  i, 

R,  (i  —  ^  —  e=)  +  R, 


s  = 


2ï'^sinaoj  cosaocos/       sinaosm 


ini~j 


g'COS^i      j_       I  —  <?  ( 

et  si  l'on  pose  (i  —  e)  coti=:  cotjS, 

3.  pj  sin  cf„  sin  p  cos  (  «0  H- [3  ) 

o  , ' • 

g'Sin/cos-p 

19.  Un  -projectile  décrit  une  parabole.  Le  lieu  de  l'in- 
tersection de  deux  tangentes  à  la  trajectoire ^  aux  points 
où.  les  vitesses  ont  un  produit  constant,  est  un  cercle  dé- 
crit du  foyer  de  la  parabole  comme  centre. 

20.  Plusieurs  projectiles  V  sont  lancés  en  même  teinps, 
du  même  point,  avec  une  même  vitesse  f'^  et  dans  des 
directions  différentes.  Au  même  instant  on  laisse  tom- 
ber librement  du  même  point  un  corps  pesant  p. 

Démontrer  que  les  projectiles  P  se  trouvent  à  chaque 
instant  sur  une  même  sphère  variable,  qui  a  son  centre 
au  point  p,  et  dont  le  rayon  est  Uot,  le  temps  t  étant 
compté  depuis  V instant  du  départ. 

SECTION  IL 

FORCES    CENTRALES. 

Un  point  matériel  est  attiré  vers  un  centre  fixe  par  une 
force  F  constamment  dirigée  vers  le  centre  et  variable 
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avec  la  distance  5  on  prend  pour  origine  le  cenlre  d'altrac- 
tion,  et  l'on  nomme  : 

x,  y  les  coordonnées  du  mobile  ; 
/'  sa  distance  au  centre  d'attraction; 
6  l'angle  que  le  rayon  vecteur  r  fait  avec  l'axe  des  x; 
P  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  la  tangente 
au  point  de  la  courbe  que  le  mobile  occupe  5 
p  le  rayon  de  courbure  ; 
u  la  vitesse  5 

/'o  et  ^'o  deux  valeurs  simultanées  des  quantités  /'  et  1^5 
C  une  constante. 

Alors  les   équations    générales    du    mouvement    sont 
celles-ci  : 

dl-  r  ' 

d'y  ^      Fj- 

dt^  r  ' 

On  en  tire  les  formules  suivantes  dont  l'usage  est  très- 
commode  : 

(I)  r^d9=:Cdt, 

(II)  Pp-^C, 

(IV)  ,-•_,=  ^-2^  ^Fdr, 
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Si  la  force  centrale,  au  lieu  d'être  attractive  comme 
nous  l'avons  supposé,  était  répulsive,  il  faudrait  dans 
toutes  nos  formules  changer  le  signe  de  F,  et  dans  la  der- 
nière prendre  négatif  le  rayon  de  courbure. 

L'équation  (I)  montre  que  l'aire  décrite  par  le  rayon 
vecteur  est  proportionnelle  au  temps;  la  constante  C  est 
le  double  de  l'aire  décrite  dans  l'unité  de  temps.  L'équa- 
tion (II)  indique  que  la  vitesse  est  inversement  propor- 
tionnelle à  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  la 
tangente.  Ces  deux  propositions,  qui  se  déduisent  immé- 
diatement l'une  de  l'autre,  furent  établies  en  premier  lieu 
par  Newton  dans  le  livre  des  Principes  (lib.  I,  prop.  i). 
L'équation  (lU)  est  une  conséquence  des  deux  premières. 
L'équation  (IV)  montre  que  l'accroissement  du  carré  de 
la  vitesse  ne  dépend  que  de  l'accroissement  de  la  distance 
au  centre,  quel  que  soit  l'espace  parcouru.  Cette  propo- 
sition est  encore  une  découverte  de  Newton  [Principia^ 
lib.  I,  prop.  4o).  L'équation  (V)  est  due  à  M.  Binet;  elle 
fait  connaître  la  trajectoire  lorsqu'on  donne  la  force,  ou 
fait  connaître  la  force  lorsque  la  trajectoire  est  donnée. 
L'équation  (VI)  a  été  donnée  presque  en  même  temps  par 
Clairaut  (*)  et  par  Euler  (**)  5  elle  exprime  que  la  force 
accélératrice  dirigée  suivant  le  rayon  vecteur  est  égale  à 
l'excès  de  la  force  centrifuge  dans  le  mouvement,  supposé 
circulaire,  sur  la  force  attractive.  Cette  équation  se  dé- 
duit aisément  des  formules  précédentes;  car,  en  tenant 
compte  de  la  formule  (I),  on  trouve 

r  r-d^r 


C)  Théorie  de  la  Lune,  p.  2;  lySs. 

(**)  Novi  Comment.  Petrop.,  p.  i64i   i752-[753. 
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Portant  cette  valeur  dans  la  formule  (V),  il  vient 

équation  identique  à  l'équation  (VI),  en  vertu  de  la  for- 
mule (I). 

Au  reste  on  comprend  très-bien  que,  si  le  mouvement 
était  circulaire,  uniforme,  et  que  la  force  F  fût  égale  à  la 
force  centrifuge  de  ce  mouvement,  l'accélération  suivant 
le  rayon  vecteur  serait  nulle.  Donc,  quand  la  force  F  a 
une  autre  valeur,  l'accélération  suivant  le  rayon  vecteur 
est  égale  et  contraire  à  l'excès  de  la  force  F  sur  cette  force 
centrifuge. 

La  formule  (VII)  fut  communiquée  sans  démonstration 
par  Moivre  à  Jean  Bernoulli,  en  l'année  i^oSj  celui-ci 
lui  renvoya  la  preuve  de  la  formule  dans  une  lettre  écrite 
de  Bàle,  le  i6  février  1706  (*).  Voici  comment  on  peut 
la  démontrer. 

Nommons  cp  l'angle  que  le  rayon  vecteur  fait  avec  la 
tangente  à  la  trajectoire.  On  a 


—  =:  F  sinij)     (p.  293); 


or 


<''=p-,      (form.  II), 
^pSir-T  — -  ^p 


dr     ,  ^   dr       ,         ^    , 

psin^^:/--— smy  =  P-—     (p.  157). 


Substituant  ces  valeurs   dans  l'équation   précédente,   il 


(*)  Voir  MoivF.E,  Miscell.  analyt.,  lib.  VIII,  et  Jean  Bernoulli,  Opéra, 
t.  1,  p.  477. 
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vient 

ce  qui  est  l'équation  de  Moivre. 

Laplace  a  fait  une  application  remarquable  de  ces  for- 
mules aux  réfractions  astronomiques,  dans  le  livre  X  de 
la  Mécanique  céleste. 

1 .  Un  point  matériel  décrit  une  spirale  logarithmique 
sous  r action  d'une  force  constamment  dirigée  "vers  le 
pôle.  Trouver  V expression  de  la  force  et  la  vitesse  du 
mobile  en  un  point  quelconque  de  la  trajectoire. 

Soit 

a  logr  =3  9 

l'équation  de  la  spirale.  On  sait  que  la  tangente  fait  avec 

le  rayon  vecteur  un  angle  constant  |3,  qui  est  donné  par 

la  formule 

tangp  =  a. 

La  perpendiculaire  abaissée  du  pôle  sur  la  tangente  est 

.    ^  or 

P  = /•  sm  S  = -— == -, 

dès  lors  la  formule  (VII)  nous  donne 

r  =  ■ • 

Nous  pourrons  déterminer  la  constante  C,  si  nous  con- 
naissons la  vitesse  i^o  qui  correspond  à  une  valeur  don- 
née To  du  rayon  vecteur.  En  effet,  d'après  la  formule  (II), 
nous  aurons 

C—  _-f^"_ 

"  v'ï  +  «'' 
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d'où 

,.3 

La  formule  (II)  nous  donne  encore  la  vitesse  en  un  poiot 
quelconque  de  la  trajectoire, 

^  _  C  _  /]^„ 

Newton,  Principia,  lib.  I,  prop.  9. 

2.  Un  point  matériel  décrit  une  parabole  sous  l'in- 
Jluence  d^iin  centre  d^attracfion  placé  au  fojer  de  la 
courbe  j  lorsque  le  mobile  est  à  une  dista7ice  donnée  du 
fojer,  la  force  d'attraction  rapportée  à  V unité  de  dis- 
tance est  subitement  doublée.  Déterminer  la  trajectoire 
que  le  mobile  va  décrire. 

Soit  p  le  paramètre  de  la  parabole. 
Dans  la  première  partie  du  mouvement,  on  a,  d'après 
la  nature  de  la  parabole, 

I         2 
et,  si  l'on  différentie, 

P^  dr        pr' 
par  conséquent  (formule  Vil), 

F= 

pr' 

Dans  la  seconde  partie  du  mouvement, 

2C= 


d'c 


F 

pr 

l'i 

iQ? 

__o 

dV 

pr- 

—  p. 

Tr 
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Cette  équation  a  pour  intégrale 


2  I 

■ —  =  — —  H-  const. 

Si  l'on  désigne  par  a  la  valeur  du  rayon  /'  à  i'inslant  où 
la  force  est  doublée,  et  si  l'on  observe  qu'à  cet  instant  la 
perpendiculaire  P  est  abaissée  sur  la  tangente  commune  à 
la  parabole  et  à  la  nouvelle  trajectoire,  on  aura,  pour 
déterminer  la  constante, 

2  I 

—  = h  const.  ; 

pa        pa 

en  sorte  que  la  nouvelle  trajectoire  sera  représentée  par 
l'équation 

2   1  I 

pr       -2  y       pa 

OU 

pa         la 
2P  ~"7         '' 

Celte  équation  est  celle  d'uue  ellipse  dont  le  grand  axe 
est  2«,  le  petit  axo  KJipa^  et  dont  l'un  des  foj'ers  coïncide 
avec  celui  de  la  parabole. 

La  distance  de  ce  foyer  au  point  de  contact  des  deux 
courbes  est  égale  au  demi-grand  axe  de  l'ellipse",  par  con- 
séquent, la  parabole  touche  l'ellipse  au  sommet  de  son 
petit  axe,  et  la  tangente  commune  est  parallèle  au  grand 
axe.  Cette  tangente  commune,  considérée  comme  appar- 
tenant à  la  parabole,  fait  avec  l'axe  de  cette  courbe  un 
angle  dont  le  sinus  est 


\lt^ 


il  s'ensuit  que  l'inclinaison  du  grand  axe  de  l'ellipse  sur 
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l'axe  de  la  parabole  est 


.in  JJL 

y  2« 


3.  Un  point  matériel,  soumis  à  r attraction  d\in  centre 
fixe,  se  meut  avec  ujie  vitesse  inversement  proportion- 
nelle à  la  n'^'"^  puissance  de  sa  distance  au  centre.  Trou- 
ver la  loi  de  F  attraction  et  V  équation  de  la  trajectoire. 


Soit 


l'expression  de  la  vitesse. 
La  formule  (IV)  nous  donne 

si  l'on  différenlie,  il  vient 

nu? 
F=  — ^• 

Telle  est  la  force  d'attraction. 

Pour  obtenir  l'équation  de  la  trajectoire,  nous  nous 
servirons  de  la  formule  (III).  Elle  nous  donne 


C^ 


lU^'v  "^'■' 


dr"-' 
(n  —  i]dO  = 


^-r^- 
C' 


L'intégrale  est 


Qf-n—l 

[n  —  I ) 9  =  arc cos h  const. , 
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OU,  supposant  que  6  soit  nul  lorsque  /'  =  a, 

(n  —  i)  9  =  arc  ces  (  -  r"—'  ]  —  arc  ces  (  —  a"-'-  ]  • 
Vf*         /  \P         / 

Dans  le  cas  particulier  où  /?=  i,  l'équation  de  la  tra- 
jectoire devient 


Lorsque  ji  =  -■>  la  trajectoire  est  une  section  conique. 

RiccATi,  Comment.  Bonon.,  t.  IV,  p.  184. 

4.  Une  petite  hille,  attachée  à  V extrémité  cV un  fil 
très-délié  et  légèrement  extensible^  repose  sur  un  plan 
horizontal  et  parfaitement  uni^  le  fil  est  tendu  dans  sa 
longueur  naturelle,  et  sa  seconde  extrémité  est  fixée  sur 
le  plan.  Le  système  étant  dans  cet  état,  on  imprime  à  la 
bille  une  vitesse  connue,  et  dirigée  dans  le  plan  hori- 
zontal suivant  la  perpendiculaire  à  la  direction  du  fil. 
Déterminer  V allongement  du  fil  à  une  époque  quel- 
conque du  mouvement,  et  trouver  V équation  de  la 
courbe  décrite  par  la  hille. 

Soient  : 

r7z  la  masse  de  la  bille  ; 
a  la  longueur  naturelle  du  fil  5 
Vq  la  vitesse  initiale  ; 

7'  =  a  -f-  X  la  longueur  du  fil  à  l'époque  t\ 
6  l'angle  décrit  par  le  fil  5 

p  la  tension  nécessaire  pour  faire  acquérir  au  fil  la 
longueur  «  4-  (3. 

Puisque  la  tension  est  proportionnelle  à  l'allongement, 
l'expression  générale  de  cette  force  sera  — •   Substituons 
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cette  valeur  dans  la  formule  (YI)  5  il  vient 

d^r  /76*         par. 

~dÔ  ~'^~dt'  ~  «Tp' 

et  si  l'on  a  égard  à  la  formule  (I), 

d'^r        C-         px 
'd^  '~'~r^~'m^' 

D'ailleurs^  en  vertu  de  la  formule  (II), 

flCo  -  -  c  ; 
par  conséquent, 


d'où 


d^r  _a^vl 

]>X 

dC          /^ 

/«[î' 

d'^x            o}v\ 

px 

dû   "^  (a  -\-xy 

m^ 

dx- 

a-'-vl 

px^    ^ 

dt- 

[a^x]' 

m<^ 

const. 


doc 
La  constante  se  détermine  par  la  condition  que—  soit 

nul  à  l'origine  du  mouvement  5   on    trouve  qu'elle   est 

égale  à  v\. 

D'après  la  nature  du  fil,  .r  et  j3  sont  des  quantités  fort 

petites  et  du  même  ordre  de  grandeur-,  nous   pourrons 

donc  sans  erreur  sensible  réduire  la  valeur  précédente 

dx"^ 
de  -—  à  sa  partie  principale,  qui  est  du  premier  degré 

par  rapport  à  a:  et  j3.  Alors  il  vient 

dx^  „  ,  /  '?■  X  \        px? 

^  m  p  dx 


(A) 


/ 


dt 

P 


v- 


si- 


P 


a 


/w  S                /  pa 

arc  ces  I  i '-—- 
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Nous  n'ajoutons  pas  de  constante,  car  x  et  t  sont  nuls  à 
l'origine  du  mouvement. 
Ainsi  nous  obtenons 


^'—WiiS 


pa 

On  voit  par  cette  valeur  que  le  fil  reviendra  périodique- 
ment à  sa  longueur  naturelle,  après  des  intervalles  de 
temps  dont  la  durée  est 

'm  B 


■/ 


Cherchons  maintenant  l'équation  de  la  courbe  décrite. 
La  formule  (I)  nous  permet  de  substituer  dQ  à  ^/idans 
l'équation  (A).  Il  vient 


dx^ 

r''  fnA'ix        p^^\ 

~(Û}- 

~~  C'\     n            mp] 

(f  +  ■»■')'  /^fo-^ 

px' 

~       «'fo         V      « 

r?ip 

OU,  dans  notre  degré  d'approximation, 


=  9,av 


pa' 


pn- 


V    p"' 


7  J^    ]•> 


a  -h- 


npv\ 
pa 


"o    V    '"'i 


Telle  est  l'équation  de  la  trajectoire. 

Cette  courbe  est  formée  d'ondulations  égales  et  disposées 

I,    2^   ÉDIT.  21 
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en  ceixle  5  cliaque  ondulation  sous-tend  un  angle  au  centre 

effal  a  71  -  4/  — -• 

Jacques  Bernoulli  a  commis  une  erreur  dans  la  solu- 
tion de  ce  problème.  Il  pari  de  l'équation 

d-r         i>\         px 
dt-  p  m  p 

dans  laquelle  p  désigne  le  rayon  de  courbure  de  la  trajec- 

toire;  or,  entre  —  et ^  qui  est  le  terme  correspondant 

de  l'équation  rigoureuse,  la  différence  est  du  même  ordre 
que  a:;  par  conséquent  cette  équation  n'a  pu  lui  donner 
une  valeur  exacte  de  l'inconnue  x. 

Jacques  Bernoulli,  Nova  Acta  Acad,  Petrop., 
1783,  p.  2l3. 

5.  Un  point  matériel  se  meut  sous  V action  dhine force 
dirigée  vers  un  centre  fixe  et  fonction  de  la  distance-  la 
trajectoire  qu^il  décrit  est  de  telle  nature,  que  l'un  des 
rayons  vecteurs  maxima  est  à  très -peu  près  égal  au 
rayon  vecteur  minimum  qui  le  suit.  Déterminer  la  limite 
de  r angle  compris  entre  ces  deux  rajons  vecteurs  lors- 
quils  deviennent  égaux. 

Posons  dans  la  formule  (V) 

I 

—  =  z 
r 

et 


/• 


alors  cette  formule  devient 
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Intégrons,  et  nommons  a  une  constante-,  il  vient 
d9  =  ^^ 


/ 


«H 


Les  rayons  vecteurs  maxima  ou  minima  sont  les  in- 
verses des  racines  de  l'équation 


2         ,     , 


Soient  a,  (3  les  deux  racines  positives  qui  correspon- 
dent aux  deux  rayons  considérés,  et  V  la  limite  de  l'angle 
compris  entre  ces  deux  rayons  lorsque  j3  devient  égala  oc. 

Cet  angle  V  est  la  limite  de  l'iniésfrale 


dz 


f 


Sja 


D'après  les  deux  relations 

2 


'^ +  ^,  ?l^)=='''     «-^^?(P)=P'' 


nous  avons 


-,      a 


Il  s'ensuit 


V  =  lim. 


rfzv/^(p)  —  f  (a) 


K.       [a^^(P)-p=.(a)4-(p=-a=).(.)-z>(P)+z^Y(^-)r 


Pour  déterminer  la    limite   de  cette  intégrale,   nous 


u- 
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substituerons  à  la  variable  z  une  nouvelle  variable  u  dé- 
finie par  la  relation 

I  -h  tt- 
Alors,  si  l'on  pose 

(P-«)'[t(»-?(»)] 

;>(P)-M,)  +  (y-.=),(ï;±lilV[r;p)-9W]^''-^' 


I  -t-  II' 

ou  trouve 


V  =  ]im.   I       u 


Lorsque  l'on  fait  (3  =  a,  Ij-  prend  la  forme  -;  mais  eu 

prenant  le  rapport  des  dérivées  troisièmes  du  numérateur 
et  du  dénominateur,  on  trouve  que  la  véritable  valeur 
pour  (3  =  a  est 

(t-I-«^)'  cp'(a)  . 

«'  <p'(a)— a/(a)" 

en  sorte  que 

Lç>'(a)-af  (a)J    Jo       l  -i- z/-'  '  [-/ (  a)-«f  (a]_ 

Dans  le  cas  où  la  force  est  proportionnelle  à  la  /î""'""  puis- 
sance de  la  distance , 

s^ti  H-  5 

Cette  dernière  formule  a  été  donnée  par  Newton,  dans  le 
livre  des  Principes  (liv.  I,  sect.  ix,  prop.  /\S).  On  voit 
que  dans  ce  cas  la  limite  V  est  indépendante  de  a.  D'ail- 
leurs il  est  aisé  de  reconnaître  que  le  cas  d'une  force 
proportionnelle  à  une  puissance  de  la  distance  est  le  seul 
où  l'angle  V  soit  indépendant  du  rayon  vecteur. 
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En  elïet,  l'équalion 

-77-f ^TT— ,  =  const.  z=  A 

y  [u.)  —  a<2    (a) 

a  pour  intégrale 

B  étant  une  constante  arbitraire,  et  alors 

1-3 

la  force  est  proportionnelle  à  une  puissance  delà  distance. 

Les  planètes  décrivent  autour  du  Soleil  des  orbites  à 
peu  près  circulaires,  dont  les  périhélies  sont  sensiblement 
immobiles,  et  situés  à  180  degrés  des  aphélies;  si  donc 
on  admet  que  les  planètes  sont  attirées  vers  le  Soleil  par 
une  force  proportionnelle  à  une  puissance  de  la  dislance, 
il  faut  que  le  degré  de  cette  puissance  soit  exactement  — 2. 
En  eflét,  lorsque  72  =  —  2,  on  a  Y  =  n -,  et  lors  même 
que  71  différerait  très-peu  de  • —  2,  V  serait  assez  différent 
de  71  pour  qu'il  en  résulte  un  mouvement  considérable 
dans  les  périhélies. 

Si  l'on  avait,  par  exemple,  n  =  —  2,01,  il  en  résul- 
terait 

7Î'  0,01  _         „,, 

V"-- rr=  77  -h--—  TT  -~.  180" 54'.  .  .  ; 

VI  —  0,01  2 

le  périhélie  se  déplacerait  de  54  minutes  à  chaque  révo- 
lution, tandis  que  les  mouvements  observés  ne  sont  que  de 
quelques  secondes.  Ceci  confirme  la  loi  de  Newton. 

Plana,  Note  sur  la  proposition  45  du  P""  livre 
des  Principes. 

6.  Une  comète  décrit  autour  du  Soleil  une  orbite  pa- 
rabolique dont  les  éléments  sont  inconnus.  Cet  astre  a 
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été  observé  en  deux  points  dont  on  connaît  les  distances 
au  Soleil^  ainsi  que  la  distance  mutuelle.  Trouver  une 
relation  entre  le  temps  qui  sépare  les  deux  observations 
et  les  autres  quantités  connues. 

Nous  pouvons  négliger  la  très-petite  quantité  qui  ex- 
prime le  rapport  de  la  masse  de  la  comète  à  celle  du  Soleil. 
Il  en  résulte  que  l'aire  décrite  par  le  rayon  vecteur  dans 
l'unité  de  temps  est  égale  au  produit  de  la  racine  carrée 
du  paramètre  de  l'orbite  par  une  quantité  connue,  qui 
est  la  même  pour  tous  les  corps  considérés. 

Soient 

P 


I 

2  CCS-  - 
2 


l'équation  de  l'orbite,  r,  /•'  et  0,  ô'  les  coordonnées  des 
deux  positions  observées,  c  la  distance  de  ces  deux  posi- 
tions, t  l'époque  de  la  première  observation  comptée  à 
partir  de  l'instant  où  l'angle  Q  est  nul,  T  le  temps  qui 
sépare  les  deux  observations,  et  hslp  le  double  de  l'aire 
décrite  dans  l'unité  de  temps  (*). 

(*)  Dans  le  calcul  des  orbites  des  corps  qui  font  partie  de  notre  système 
planétaire,  on  prend  ordinairement  pour  unité  de  dislance  le  demi-grand 
axe  de  Torbite  terrestre  et  pour  unité  de  temps  le  jour  solaire  moyen. 
Alors,  si  Ton  nomme  T  la  durée  d'une  révolution  sidérale  de  la  Terre,  m  la 
masse  de  la  Terre  et  M  celle  du  Soleil,  la  constante  A  est  égale  à 


V^' 


Or 

T  =  365i«n-,25637, 

et  la  valeur  du  rapport  —  j  la  plus  probable  aujourd'hui,  est 

-  =  359724;. 
m 

par  conséquent  on  a 

k  =:  0,01720210. 


La  formule  (  I  )  nous  donne 


li\jpt^=:.-    j      ^        ^^^—  —   I  (^  -^  ^^^ë'  -  ^  )  ^-  tang  -  9 


^     /    COS^  -  9  '^  J     \ 

p-  f  I  I  I      \ 

=  T0^"S-9^3tang3-ô) 


I  .  \   .  I 


2  V    ^2         3 
Posons 


tang-9  =  0,     tang-9'  =  0', 
1  2 


et  admettons  que  0'  soit  plus  grand  que  0.  Il  vient 

p{p  (    ,  0'^  —  0'\ 

=^(e'  -  0)  [.  +  s'e  +  i(9'  -  0)']. 

Posons  encore 

H-|(0'-i-0)'  =  vi2; 
alors 

T=-^{0'-a)[,'+-;^(0'-©)'] 

=^j[,.l,.-_e)]-[„-i(0'-0)]| 

D'un  autre  côté,  si  l'on  projette  la  distance  des  deux 
positions  observées  sur  l'axe  de  la  parabole  et  sur  une 
perpendiculaire,  on  obtient 

e-  =  (r'  ces 9'—  /•cos9)2-|-  (/•' sin9'  — rsin9)*. 
Cette  relation,  jointe  aux  valeurs 

r=^(i+0^). 


2 


I  — ©^  .    ^  2© 

cos  9  = — ,      sin  9  = • 

I  +  ©2  I  +  ©^ 
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nous  donne 


r( 


'_©)=    ,  -i-L[e'^.~@Y'\=p-'i^e'-@Yrr, 


4 


,     /-l-/-'— c-=/J   Vî—  -(0'— 0)       • 

De  là  il  suit 

'^  =  îf/' t^'"  "^ '■' "^  ""^^  "^  ^^'' ~" '"'' ~  ""^^  J  ' 
Telle  est  la  relation  cherchée. 

Le  double  signe  provient  de  la  quantité  y; (©' —  B) 

qui  peut  être  positive  ou  négative 5  celte  quantité  a  le 
même  signe  que 

ces  -  (Ô'  —  G) 

;r  —    7  (0'  —  0)=  =  I  -i- ©'© 


^  cos  -  9  ces  -  0' 


2 


par  conséquent,  dans  la  valeur  de  T,  on  prendra  le  signe 
—  lorsque  9' —  Ô  <^  7:,  et  Ton  prendra  le  signe  H-  lorsque 
6'_-0>7:. 

La  formule  que  nous  venons  de  trouver  constitue  un 
théorème  de  la  plus  haute  importance  pour  la  détermi- 
nation des  orbites  paraboliques  des  coniètes.  Il  est  connu 
sous  le  nom  de  théorème  de  Lambert,  bien  qu'Euler  l'ait 
établi  le  premier,  dans  le  septième  volume  des  Miscella- 
nea  Beroliiiensia  [i'jé,'!).  La  démonstration  que  nous 
avons  donnée  est  de  M.  Gauss  (  Theoria  motus  corpornm 
cœlcstium). 
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7.  Proposons-nous  le  même  problème  pour  une  orbite 
elliptique  ou  hyperbolique  dont  on  ne  connaît  qu'un 
seul  élément,  le  grand  axe. 

Soit 

«(i  — e^) 

r  =  ■ ■ — • 

1  +  c  cos  0 

Téqualion  de  l'orbile,  dans  laquelle  a  sera  positif  pour 
ï'eilfpse  et  négatif  pour  l'hyperbole;  conservons  pour  le 
reste  la  notation  du  problème  précédent. 

On  montre  dans  tous  les  Traités  de  Mécanique  que,  si 
Ton  pose 

(ï)  rz=a[i  —  ccosm), 

on  a 

t  =  —  [u  —  esinu], 

J\  étant  la  même  constante  que  dans  le  problème  précé- 
dent quand  on  néglige  le  rapport  de  la  masse  du  corps  à 
celle  du  Soleil.  Admettons  que  les  quantités  r.  z/,  0,  t  se 
rapportent  à  la  première  observation,  les  quantités  ana- 
logues ;■',  ^^',  6',  t'  à  la  seconde  observation,  et  posons 

u'  U  II'   -+-  Il 

1  ■^ 

t'  —  tr^T. 

Si  nous  observons  que 

sin  u'  —  sin  u  r-  ■?.  sin  jî  cos  p, , 
nous  trouvons  d'abord 


(2)  T=  ^[p  — ^^cosp.sinp]. 

A* 

Nous  allons  nous  procurer  deux  autres  équations  entre 
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les  quantités  connues  elles  deux  inconnues  |3  et  ecos|3i  : 
alors  il  nous  suffira  d'éliminer  ces  inconnues  pour  obtenir 
la  relation  cherchée. 
La  formule 

cosm' 4- cosn  =  2  cospcosPi, 
jointe  à  l'équation  (i),  nous  donne 

(3)  r'  +  r'=:2a(i  —  ecosPiCOS^). 
D'un  autre  côté, 

c'  =  /-2  -I-  /-'^  _  2r/-'cos(ô'  —  0); 

or  l'équation  de  l'orbite  nous  donne,  en  ayant  égard  à  la 
formule  (i), 

cos« — e         .    „        aJ i  —  e'sinff 

cos9  =  a ,      sinS  =  — ^ ■: 

r  r 

par  conséquent, 

c='  =  fl^(i  —  e  cos«)^  +  a'(i  —  eeostt')* 

—  ia-  [e  —  cos«)  [e  —  ces;*')  —  2a*  (i  —  e^)  siriKsinK' 
=  2«'(i  —  e'^)  (i  —  sin«  sin«')  +  «^e'(cos^M  4-  cos^m'} 

—  "xa?  cosM  ces  m' 

=  2fl'  (i  ■ —  e')  (i  —  sina  sin  u'  —  cosii  ces  m') 

+  «^e^(cos«  —  cosm')^ 
=  20^  (i  —  e')  (2  —  2cos^p)  -f-  a^é^  (2  sin^  sin^i)', 

(4)  c'  =  4a'sin^!3(i  — e^cos'Pt). 

Il  s'agit  maintenant  d'éliminer  nos  deux  inconnues 
entre  les  trois  relations  (2),  (3)  et  (4). 
La  seconde  de  ces  relations  nous  donne 

2«  —  {/•4-  r') 

tfcosp,  =  ■ T — ; 

20  eosjd 


33i 

d'où 
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:  fin'i  tanpîf 

\  1   rnt;2ft          1                   \ 

Soient 

la  —  c — ir-^r')  ia-\-c  —  (r-\-r') 

2a  2a 

Nous  aurons 

(z,  -  zY  =  ^^  =4  tang^p  fcos^p  -  4  (^t  +  z)^  5 
remplaçant 

I  —  COS  2  S 

tangos     par     ^, 

I  -4-  COS  2  S 


cos^  P     par 


2 

et  résolvant  l'équation  par  rapport  à  cos  ajS,  il  vient 

ces  2  jB  =  zz,  H-  v/  (  I  —  ^^ )  (  I  —  z^  )  , 
2  p  ^  arc  cosz  • —  arc  cosz, , 

et,  d'après  la  formule  bien  connue 


I  ,  ,        sinp  —  sin7 

tang-(p  — 7)  = 


tangp 


2  CQSp  -\r  COS<7 

sin  (arc  cosz)  — ■  sin  (arc  cosz,) 


Substituons  celte  expression  dans  la  dernière  valeur 
de  T;  il  vient 

% 

2 

(5)  T=  —  [arccosz  —  arccosz, — sin(arccosz)-t-sin(arccos3,)]. 
C'est  la  relation  cherchée. 
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Dans  le  cas  de  l'hyperbole,  z  et  2i  sont  plus  grands  que 
l'unité,  en  sorte  que  notre  formule  se  trouve  compliquée 
d'imaginaires  ;  pour  les  faire  disparaître  il  faut  remplacer 
arccos-z  et  arccoszi  par  leurs  expressions  logarithmi- 
ques, 


-J=log(z  -f-v/s' 
V  — I 


ice 
On  trouve  ainsi 


log(z, -f-v/"'-i. 


et  mettre  en  évidence  le  signe  de  a. 


V^ 


On  n'affecte  d'un  double  signe  que  les  seuls  termes  en  Sj , 
car  T  doit  être  positif,  et  z  est  plus  grand  que  Zj.  Les 
signes  supérieurs  répondent  à  0'  —  0  <^  7:,  les  signes  infé- 
rieurs à  0'  —  0^7:.  En  effet,  pour  0' — 0  =  o,  T  doit 
être  nul  et  z  =  Zj  -,  donc,  dans  ce  cas,  ce  sont  les  signes 
supérieurs  qu'il  faut  prendre.  De  plus,  T  étant  une  fonc- 
tion continue  de  6'  —  0,  les  signes  des  termes  en  z^  ne 
peuvent  changer  qu'autant  que  ces  termes  s'annulent.  Ils 
s'annulent  pour  0'  —  0  =7r,  et  quand  0'  —  0  vient  à  sur- 
passer 7:,les  signes  doivent  changer,  car  T  doit  augmenter. 
Ces  formules  étant  indépendantes  de  l'excentricité, 
elles  subsistent  encore  lorsque  l'excentricité  est  nulle, 
c'est-à-dire  lorsque  l'ellipse  se  réduit  à  une  portion  de 
droite  limitée  aux  deux  foyers,  et  l'hyperbole  à  deux 
demi-droites  terminées  aux  foyers.  Ainsi  l'on  peut  dire 
qu'une  planète,  pour  parcourir  dans  son  orbite  un  arc  dont 
la  corde  est  c  et  dont  les  extrémités  sont  à  des  distances 
du  Soleil  égales  à  r  et  /*',  emploie  un  temps  égal  à  celui 
qu'elle  mettrait  pour  arriver  directement  vers  le  Soleil  de 
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,       T  r -h  r' -h  c     ,     ^  r-\-r'  —  c        .      „ 

Ja  distance   a   la  dislance 5   si  elle 

2  2 

était  partie  sans  vitesse  initiale  d'une  distance  égale  au 

grand  axe  de  son  orbite. 

Comme  application,  îious  calculerons  le  temps  quini 
corps  pesant  emploie  pour  tomber  sur  la  Terre  d'une 
hauteur  donnée,  en  tenant  compte  de  la  variation  que 
la  pesanteur  éprouve  lorsque  la  distance  au  centre  de  la 
Terre  diminue. 

Le  foyer  d'attraction  est  ici  le  centre  de  la  Terre,  le 
grand  axe  2a  est  la  distance  initiale  du  mobile  au  centre, 
et  la  corde  c  est  la  hauteur  dont  le  corps  est  tombé  pen- 
dant le  temps  T. 

On  a  donc 

c  —  a 
?•=  :>.a ,      r=  9.a  —  c,      z  =z  —  i,     z^  =. ; 


par  suite  (formule  5),  si  l'on  suppose  que  le  corps  tombe 
sans  vitesse  initiale. 


Lambert  a  démontré  le  premier  cette  belle  propriété  du 
mouvement  dans  les  sections  coniques,  que  le  temps  né- 
cessaire à  parcourir  la  distance  qui  sépare  deux  points 
donnés  peut  s^exprimer  indépendamment  de  l'excen- 
tricité [Insigniores  orbilœ  cometarum  proprietates , 
Aug.  Vind.,  1761). 

Laplace,  Mécanique  céleste,  liv.  II,  chap.  iv,  §  2'j. 

8.  Lorsqu'un  corps  céleste  passe  d^ une  position  déter- 
minée à  une  autre  position  également  connue,  le  rap- 
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port  du  secteur  décrit  par  le  rajon  vecteur,  au  triangle     f 
formé  par  le  Soleil  et  les  deux  positions  données,  peut 
s^ exprimer  indépendamment  du  paramètre  de  V orbite. 
Trousser  V expression  de  ce  rapport  pour  les  trois  espèces 
d''orbîtes  possibles. 

Soient  : 

7',  /-'  les  distances  du  Soleil  aux  deux  points  donnés  ; 

c  la  distance  qui  sépare  ces  deux  points  ; 

a  le  demi-grand  axe  de  l'orbite; 

R  le  rapport  clierclié,  et 

la  —  c  —  (r^r')  ia  -{-  c  —  [r  -^  r') 

Z=z -1        Z|  =  ■ 

2  a  3  « 

Par  des  calculs  presque  semblables  à  ceux  de  la  ques- 
tion précédente,  on  trouve,  pour  une  orbite  elliptique, 

arc  cos;3  —  arc  cosz,  —  sin  (arc  cosz)  +  sin  (arc  cosz,)  _ 
(i  —  z)  sin  (arc  cosz,  j  —  (i  —  z,]  sin  (arc  cosz)        ' 

pour  une  orbite  hyperbolique, 

R  =  ,  ,  ? 

(z,  —  i)  sjz'—  I  zp(z  —  i)  siz]—  I 

pour  une  orbite  parabolique, 

K  _ 7  ^  • 

(/•+/-'+(?)  [r+r'—  cy  Zi=(^+  r  —  c)  (r+r'+c)^ 

Dans  les  deux  dernières  formules  on  discernera  les 
signes  convenables  par  les  règles  données  aux  problèmes 
précédents. 

Grunert,  Journal  de  Crelle,  1887,  t.  XIV,  p.  21. 

9.  Développer  la  plus  grande  équation  du  centre  dans 
le  mouvement  elliptique,  suivant  les  puissances  ascen- 
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dantes  de  V excentricité,  et  V excentricité  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  la  plus  grande  équation  du 
centre. 

On  nomme  équation  du  centre  l'angle  que  forme  le 
rayon  vecteur  du  mobile,  avec  un  rayon  qui  tournerait 
d'un  mouvement  uniforme  et  passerait  aux  sommets  de 
la  courbe  en  même  temps  que  le  premier. 

Nommons  n  l'angle  décrit  dans  l'unité  de  temps  par  ce 
second  rayon,  et  conservons  pour  le  reste  la  notation  du 
problème  7. 

A  l'époque  t  l'équation  du  centre  est  égale  à  0  —  nt-^ 
son  maximum,  que  nous  représenterons  par  E,  corres- 
pond à  la  valeur  du  rayon  /'  qui  vérifie  l'équation 

rZ(9  —  nt)=:0. 

Or  

r- d^  z=:  na"^  \J i  —  e'^  dt  ; 

par  suite, 

o^  y  i  —  é- 
La  valeur  de  /'  qui  annule  cette  différentielle  est 

r=:  a  [i  —  e'^)"  ; 

c'est  la  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  demi- 
axes.  Les  valeurs  correspondantes  de  0  et  de  u  se  déduisent 
des  équations 


r=- 5      r  =  a(i  —  ecosu). 

1  -h  e  cos  9 


On  trouve 


I  — (i  — ^^)^                        i  —  li  —  e'Y 
cos  9  = ^ 5      cos  u  = ^^ — - 
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11  s'agit  de  substituer  ces  valeurs  dans  réquation 

{ I )  Y.  =Tz  9  —  nt  =  Q  ■ —  H  -[-  eslnu, 

et  de  développer  le  résultat  suivant  les  puissances  de  e. 
On  a  d'abord 

vf  3  3  5 

4  32  1-20 

série  convergente,  puisque  e  est  inférieur  à  l'unité. 

Soit 

''^ 
^  =  9  —  -  . 

2 

Le  développement  qui  précède  donnera 

sin  .T  =  —  cos  6  —_:-(?  H-  -—  c''  H c^  -4-  .  .  - . 

4  i2  120 

Si  l'on  développe  par  la  l'ormulede  Maclaurin  x=  arc  sin  j- 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  j^  =  sinx,  il  vient 

1  sin',r         I  .3  sin'j: 

.T  -j::z  Sin  X  -{ :- i y    — h  ...  ; 

2  s  2.4      5 
par  conséquent, 


3  3  5  I  /27  8t 

4  32  12b  6  \d4  5i2 
3/243     ^             \ 


d'où 


40  \ 1024 


2         Q'-=z ]-  x= h  7  e  H -T  <?"  -1-  ■       •    e'  -r 

■    '  2  24         ï2o  4'^9"*^ 


De  même,  on  a 

I 


2_.. 


4        ^2        ï2^ 
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et,  SI  1  on  pose  j^  =:  —  u  -{ — ? 


sinr  =  ces  m  =  -^  e  +  -—  e^  H -n  o^  ~{- . . . . 

4  32  120 

On  tire  de  là 

ï  3    ,         7      ,  I  /  I     ,         q 

4         32  120  o  \d4  5i2 

3  /     î 


4o  \ 1024 

,-,  77  TT       I  37     ,         2363 

^  2  ^-4       3o4        40900 


siu  ?f  =  CCS  j  =  1 h     ■ 


2  2.3.4 

Substituant  les  valeurs  (2),  (3),  (4)  dans  l'équation  (i), 
il  vient 

(5)  E=.:ie  +  '^e^  +  p^e^+.... 

^  '  4"        ^'-o 

On  voit  que  E  change  de  signe  avec  e;  par  suite  e  chan- 
gera de  signe  avec  E,  c'est-à-dire  que  le  développement 
de  e  suivant  les  puissances  de  E  ne  contiendra  que  des 
puissances  impaires. 

Posons  donc 

2 


i-K^y 


a,  h,  c,  etc.,  désignant  des   coefficients    indéterminés. 
Substituons  cette  valeur  dans  l'équation  précédente,  et 

I.     2*  ÉDIT.  22 
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égalons  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  E  dans 
les  deux  membres;  il  vient 


d'où 


"  7 

2a  —  -73  =  0,       20  + 
48 


a  = ^,      b  =  —  ~ — -- 

90  00720 


lia    ^     099 

16         5 120 

587 

Ainsi  nous  avons 

2   90 \  2/   00720  \ 2 

Quand  on  pousse  les  développements  jusqu'à  la  neu- 
vième puissance,  on  trouve 

^  II     ,       599    ^       17219  ,      2o32363  „ 

2        0.2*  3.5. 2"*  5.7.9.2"^ 

10407049  ^^  ^ 

5.7.9.9.2^^ 

Les  astronomes  se  servent  de  cette  dernière  formule 
pour  corriger  l'excentricité  par  l'observation  de  la  plus  ' 
grande  équation  du  centre. 

10.  Tandis  quune  comète  décrit  une  orhite  parabo- 
lique, on  imagine  un  cercle  'variable  qui  passe  constam- 
m.ent  par  le  Soleil,  la  comète  et  le  sommet  de  la  para- 
bole. Démontrer  que  le  centre  du  cercle  se  meut  dhin 
mou^^ement  uniforme. 

Newton,  Principia,  lib.  I,  prop.  3o. 

11.  Un  point  matériel  décrit  une  lemniscate  de  Jac- 
ques Bernoulli  sous  V action  d^un  centre  de  forces  placé 
au  point  double  de  la  trajectoire»  Déterminer  la  loi  de 
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la  force  et  le  temps  employé  à  décrire  une  boucle  de  la 
leniniscate. 

Soient  : 

r*  =i  a^  COS2  0  l'équation  de  la  trajectoire^ 
pi  l'attraction  à  l'unité  de  distance; 
F  la  force  d'attraction  à  la  distance  r\ 
C  le  double  de  l'aire  décrite  par  le  rayon  vecteur  dans 
l'unité  de  temps, 

et  T  le  temps  employé  à  décrire  une  boucle. 

On  trouve 

12.  TJn  point  matériel  décrit  une  hyperbole  équila- 
tere  sous  V action  dhine  force  dirigée  'vers  le  centre  de 
la  courbe.  Trouver  la  loi  de  la  force  et  déterminer  la 
position  du  mobile  à  une  épocjue  donnée. 

Soient 


CCS  2  9 


î'équation  de  l'hyperbole  rapportée  à  son  centre;  p,  F,  C 
les  mêmes  quantités  que  dans  le  problème  précédent,  ci  / 
le  temps  compté  à  partir  de  l'instant  où  le  mobile  est  au 
sommet  de  l'hyperbole. 
On  ti'ouve 

w  = -1      sin2  0  = ■'•  ?       F=:rji/-: 

é^^'     H- I 

d'où  l'on  voit  que  la  force  est  répulsive. 

13.  TJn  point  matériel  décrit  une  cissoïde  de  Diodes 
sous  V action  d^une  force  dirigée  vers  le  sommet  de  la 
courbe.  Déterminer  la  loi  de  celte  force. 

?.2. 
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Si  l'on  représente  la  trajectoire  par  l'équation 

sin=9 

/•  =  « -, 

cos9 

on  trouve  que  la  force  cherchée  est  une  attraction  propor- 
tionnelle à 

coséc^  0        \Ja^  H-  r^ 

l^.  Un  point  matéi'iel  décrit,  une  circonférence  sous 
r action  d^un  centre  de  forces  placé  sur  la  courbe.  Dé- 
terminer la  force  et  la  vitesse  en  un  point  (Quelconque 
de  la  trajectoire. 

Si  l'on  nomme  /•  la  distance  du  mobile  au  centre  de 
forces,  [j.  l'attraction  à  l'unité  de  distance  et  F  la  force 
cherchée,  on  trouve 

Newtox,  Principia,  lib.  I,  prop.  "j. 

15.  Plus  généralement  :  Un  point  matériel  décrit  une 
circonférence  sous  V action  d^un  centre  fixe  situé  dans 
Vintérieur  du  cercle,  le  rayon  vecteur  décrit  des  aires 
égales  dans  des  temps  égaux.  Trouver  V expression  de 
la  force. 

Si  Ton  nomme  a  le  rayon  du  cercle,  b  la  distance  de  la 
circonférence  au  centre  d'attraction  mesurée  perpendicu- 
lairement au  diamètre  qui  passe  à  ce  point,  et  C  le  double 
de  l'aire  décrite  dans  l'unité  de  temps,  on  trouve 

F  =  -7 ■• 

[b-  -^  r-f 

16.  Un  point  matériel^  sollicité  par  une  force  dirigée 
vers  un  centre  fixe,  se  meut  avec  une  vitesse  inverse- 
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ment  proportionnelle  à  sa  distance  au  centre.  Déter- 
miner la  trajectoire. 

On  trouve  que  la  trajectoire  est  une  spirale  logarith- 
mique dont  le  centre  des  forces  occupe  le  pôle. 

RiccATi,  Comment.  Bonon.^  t.  IV,  p.  i84- 

17.  Un  point  matériel  est  attiré  vers  un  centre  fixe 
par  une  force  F  telle,  que,  si  Von  représente  par  r  la 
distance  du  point  matériel  au  centre  et  par  a,  h  deux 
constantes,  on  a 

F  — ■  H 

r^  ,.3 

Déterminer  la  nature  de  la  trajectoire ,  et  examiner  en 
particulier  le  cas  oit  le  point  matériel  serait  lancé  d\ine 

distance  a,  ai^ec  une  vitesse  é&ale  à  —  \]  i^  dans  une  di- 

rection  inclinée  de  45  degrés  sur  le  rayon  vecteur. 

Admettons  que  l'angle  polaire  Q  soit  nul  en  même  temps 
que  la  distance  au  centre,  et  nommons  C  le  double  de 
Faire  décrite  par  le  rayon  vecteur  dans  l'unité  de  temps. 

L'équation  générale  de  la  trajectoire  est 


ah         .    \/C' 
=::=  sm 


V'C^—  h' 


dans  le  cas  particulier  que  nous  devons  examiner^  cette 
courbe  se  réduit  à  là  spirale  d'Archimède 

r  =  aQ. 

18.  Vn  point  matériel  décrit  une  circonférence  sous 
Faction  d\ine  force  attractive,  inversement  proportion- 
nelle au  carré  de  la  distance  et  dirigée  vers  le  centre  de 
la  courhe,  lorsque  le  mobile  est  arrivé  en  un  certain 
point  de  la  trajectoire,  V attraction  rapportée  à  V unité 
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de  distance  croît  subitement  dans  le  rapport  de  m  à 
r unité;  lorsque  le  mobile  repasse  au  même  point,  V at- 
traction croît  encore  dans  le  même  rapport.  Déterminer 
la  trajectoire  que  le  mobile  décrit  après  ce  second  ac- 
croissement. 

Cette  trajectoire  est  une  ellipse  qui  a  pour  excentricité 


19.  Uji  point  matériel  est  attiré  vers  un  centre  fixe 
par  une  force  proportionnelle  à  la  distance.  Déterminer 
la  trajectoire  et  le  mouvement  du  point. 

Le  mobile  décrit  une  ellipse,  dont  le  centre  coïncide 
avec  le  centre  d'attraction.  Son  mouvement  est  celui  de 
la  projection  d'un  point  qui  parcourrait  d'un  mouve- 
ment uniforme  et  dans  le  même  temps  la  circonférence 
dont  l'ellipse  est  la  projection  orthogonale. 

Ce  résultat  se  prévoit  sans  calcul,  si  l'on  observe  que 
la  force  accélératrice  peut  être  considérée  com.nie  la  pro- 
jection de  la  force  accélératrice  constante  qui  produirait 
le  mouvement  circulaire. 

On  voit,  en  se  reportant  à  la  proposition  11  de  la 
page  189,  c^nun  point  matériel,  attiré  proportionnelle- 
ment à  la  distance  et  à  la  masse  par  autant  de  points 
matériels  Jixes  que  Von  voudra,  décrit  une  ellipse  dont 
le  centre  est  au  centre  de  grai^ité  des  points  attirants. 
Newton,  Principia,  lib.  I,  prop.  10,  64- 

20.  Un  point  matériel,  attiré  vers  un  centre  fixe  par 
une  force  proportionnelle  à  la  distance,  est  lancé  d'un 
même  point  et  avec  la  même  vitesse  suivant  différentes 
directions  situées  dans  un  même  plan.  Montrer  que  le 
lieu  du  mobile  est  un  ellipsoïde,  et  que  le  point  de 
départ  du  mobile  est  un  point  ombilical  de  la  surface. 
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2i .  Un  point  matériel  soumis  à  V attraction  dhin 
centre  fixe  est  lancé  d\ine  distance  a,  avec  une  vitesse 
égale  à  {^q,  dans  une  direction  perpendiculaire  à  celle 
du  rayon  vecteur.  Déterminer  V équation  de  la  trajec- 
toire et  la  durée  T  de  la  l'évolution,  dajis  les  deux 
hypothèses  suivantes  : 

V—  ^         o^  —   '^^ 
r*  àa^ 

On  trouve,  dans  la  première  hypothèse, 

I  in'K'^a^ 

r  =  ac.os'-9,     T=     ^ 


2  62.it. 

et  dans  la  seconde  hypothèse, 

2  v/3 

La  première  courbe  est  une  épicycloïde  engendrée  par 
un  cercle  de  rayon  j  qui  roule  extérieurement  sur  un 

cercle  égal. 

La  seconde  courbe  est  une  lemniscate  de  Jacques  Ber- 

noulli. 

Stadeb,  Journal  de  Crelle,  t.  XLVIj  i853. 

22.   Un  point  matériel  se  meut  sous  Inaction  d^un 
centrejixe  dont  V  attraction  est  exprimée  par  la  formule 


r 


F-    . 


[j.  et  V  étant  des  constantes .   Trouver  Véquation  de  la 
trajectoire. 

Si  l'on  détermine  convenablement  les  constantes  intro- 
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duites  par  l'intégration,  on  arrive  à  l'équation 

k 

^  = 7-;;' 

1  H-  ecosA9 

dans  laquelle  ?r,  e,  h  sont  des  constantes,  et 

C  étant  le  double  de  l'aire  décrite  par  le  rayon  vecteur 
dans  l'unité  de  temps. 

Cette  équation  représente  la  trajectoire  d'un  point  qui 
parcourrait  une  ellipse  en  vertu  de  l'attraction  du  foyer, 
pendant  que  cette  courbe,  invariable  dans  sa  forme,  tour- 
nerait autour  de  son  foyer  avec  une  vitesse  égale  au  pro- 
duit de  — - —  par  la  vitesse  du  mobile  dans  cette  ellipse. 

Si  Ton  pose 

h  =  0,991545, 

cette  équation  représente  à  peu  près  la  trajectoire  de  la 
Lune  autour  de  laTerre  supposée  fixe.  C'est  pourquoi  Clai- 
raut,  qui  d'abord  avait  cru,  par  suite  de  calculs  incom- 
plets, que  la  loi  d'attraction  en  raison  inverse  du  carré  de 
la  distance  ne  suffisait  pas  pour  expliquer  le  mouvement 
rapide  du  périgée  de  la  Lune,  fut  conduit  à  supposer  que, 
outre  l'attraction  dont  on  vient  de  parler,  il  existait  une 
autre  attraction  en  raison  inverse  du  cube  de  la  dislance 
et  très-faible.  D'après  ses  idées,  cette  attraction  était  in- 
sensible pour  les  planètes  à  cause  de  leurs  grandes  dis- 
tances, mais  elle  était  sensible  pour  la  Lune  vis-à-vis  de 
la  Terre,  et  produisait  en  partie  le  mouvement  du  périgée. 
D'Alembert  était  arrivé  au  même  résultat  et  confirmait 
Clairaut  dans  son  erreur,  lorsque  celui-ci  reconnut  lui- 
même  le  défaut  de  ses  premiers  calculs,  et  montra  que 
la  loi  de  Newton  seule  rend  compte  de  toute  la  vitesse  du 
périgée  de  la  Lune. 
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23.  Un  point  matériel,  soumis  à  V action  d'un  centre 
fixe  qui  Vattire  suivant  une  fonction  de  la  distance,  est 
lancé  dans  une  direction  perpendiculaire  au  rajon  vec- 
ieur,  avec  une  vitesse  presque  égale  à  celle  quil  aurait 
en  ce  lieu  si  son  mouvement  était  circulaire.  Déterminer 
la  valeur  du  rayon  vecteur  maximum  ou  minimum  qui 
se  présente  en  premier  lieu  après  le  départ. 

Soient  : 

F  :=  —  ^  (  -|  raltraction  à  la  distance  r; 

a  la  distance  initiale  du  mobile  au  centre  d'attraction; 
a'  la  valeur  cherchée  du  premier  rayon  vecteur  maxi- 
mum ou  minimum  5 

—  le  rapport  de  la  vitesse  initiale  à  celle  qui  cor- 
respond au  mouvement  circulaire. 

On  trouve  » 


«Pl  - 


24,  Un  corps  planétaire,  abandonné  sans  vitesse 
initiale  à  V attraction  du  Soleil,  mettra  pour  tomber  sur 
le  centre  de  cet  astre  un  temps  égal  à  la  demi-révolution 
d'une  planète  dont  V orbite  aurait  un  grand  axe  égal 
à  la  hauteur  de  la  chute. 

On  trouve  ainsi   que  la  Lune  mettrait  en  moyenne 
1 1 5  heures  55  minutes  pour  tomber  au  centre  de  la  Terre. 
G.  Santini,  Elementi  di  Astronomia,  t.  II,  p.  826. 

25.  Soient  p  le  périmètre  d'une  courbe  fermée  décrite 
par  un  point  matériel  sous  V  action  d'une  force  dirigée 
vers  un  centre  fixe,  p  le  rayon  de  courbure,  T  le  temps 
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de  la  révolution  et  C  le  double  de  Vaire  décrite  par  le 
rayon  vecteur  dans  V unité  de  temps.  Démontrer  qu  en- 
tre ces  quantités  existe  la  relation 


SECTION  III. 

MOUVEMENT    DANS    XJN    MILIEU    RÉSISTANT. 

1.  Un  point  pesant  est  lancé  avec  une  vitesse  con- 
nue t^o  fii  sous  une  inclinaison  donnée  a,  dans  un  milieu 
homogène  dont  la  résistance  est  proportionnelle  à  la 
vitesse.  Déterminer  le  temps  T  nécessaire  au  mobile 
pour  atteindre  sa  plus  grande  hauteur. 

Prenons  l'axe  des  j' vertical  et  dirigé  en  sens  contraire 
de  la  pesanteur  5  nommons  /c  le  rapport  de  la  résistance  à 
la  vitesse. 

L'équation  du  mouvement  qui  doit  seule  nous  occuper 
est  la  suivante, 

IF-       ^  dt' 

elle  a  pour  intégrale 

log  I  g-  -h  A  —  I  =  —  /?Y  -+-  const. 

Si  l'on  détermine  la  constante  par  les  données  initiales,  il 
vient 

log dT^^'' 

Lorsque  le  mobile  est  à  sa  plus  grande  hauteur,  on  a 

dy 

-7-  =  0; 

dt  ' 
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par  conséquent, 

m  ï    1  /  ^  .        ' 

T  =  -  loir    1+  -  ('o  sina 
^-        \        g 

2.  Déterminer  le  moui^ement  d\in  projectile  pesant, 
lancé  dans  un  milieu  dont  la  résistance  est  exprimée  par 
a~\-b^'",  a,  b  désignant  des  constantes  et  ^  la  vitesse. 

Si  l'on  prend  l'axe  des  y  vertical  et  dirigé  en  sens 
contraire  de  la  pesanteur,  les  équations  du  mouvement 

seront 

(("^x  ,  ^     ^  dx 

-— =  —   «  +  è(."   —, 
dt'  ^  '  ds 

cl^  ')'*  cly 

di'  ^  '  ds         ^ 

Multiplions  la  première  équation  par  d^j  et  la  seconde 
par  d'^x^  puis  retranchons  les  produits.  Il  vient 

[a  -\-  bi)")  [dx  d'^Y  —  dj  d^x)  z=g  dsd^x-, 

d'où  l'on  tire,  en  posant 

dx  =  ds  ces  co  ,      dy  z=^  ds  sin  w 

et  divisant  par  dt, 

d'^  X 
v[a  +  bu")dM  z=.  g  [coS(ùdv  —  v  sinw  dtù)  =.  g——-, 

ou 

(i)         §•  cos &)('—("+')  i/(>  —  ((2  H- g-siiiw)  f^^c^w  =  6c/w. 

Telle  est  l'équation  qu'il  s'agit  d'intégrer. 

Soit  K  le  facteur  par  lequel  il  faut  multiplier  le  pre- 
mier membre  pour  le  rendre  une  différentielle  exacte.  Ce 
facteur  doit  être  indépendant  de  ^',  car  le  second  membre 
ne  contient  pas  Jv»;  par  conséquent,  la  quantité  dont  le 
premier  membre  sera  la  différentielle  est  de  la  forme 
Q.v~"y  lî  ne  contenant  point  v. 
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Egalons  la  différentielle  de  fî  p»""  au  produit  du  premier 
membre  par  le  facteur  K;  il  vient  les  deux  relations 


K  =  --^ 


g  cosw 
et 

du  siaoi  du        na    da 


D.  COSW  g     COSM 

ou 

do.                                             "^    ,  ,  /tt 

—  =  —  nd.  log  CCS  »  -} d.  log  tang  I  j 


na 


il  =-.  cos~"  W .  tang  ^  (  7    . 

Il  résulte  de  là  que  l'intégrale  de  l'équation  (i)  est 

^bUdoi 


ii  i>-" 


n  ri 


Cette  formule  subsiste  encore  lorsque  b  est  une  fonction 
quelconque  de  w.  Si  a  était  une  fonction  de  w,  il  suffirait 

na  n    fadu 

de  changer  tang^  (  ^  +  -  |  en  e^'^  '^'"*'^- 

Ainsi  la  détermination  de  la  vitesse  est  réduite  à  une 
simple  quadrature. 

Pour  rendre  les  formules  plus  commodes,  posons 

tang(^^  +  - 

d'où 

2r  .  r^  —  I  d(o  dr 

cosw  = 5      smw  =  7      =  —  « 

r^  + 1  ^        r^  +  I        cosw         r 

Il  vient 


nb  r  "("-0 , 


;  dr 

2"  il  (>-»=— —  \r    \^       ^{r'^+iY—- 
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Toutes  les  fois  que  n  est  un  nombre  entier  positif,  l'inté- 
grale peut  s'obtenir  sous  forme  finie. 

Supposons,  par  exemple,  -  =  -■>  la  formule  de- 
vient alors 

^2  (/-^  4-  i)"  v-"  = ^ :  (/■=  -t-  i)"-^'  +  const. 

Maintenant  que  v  est  déterminé  en  fonction  de  r,  il 
nous  est  facile  de  donner  les  expressions  de  f,  a:,  j  en 
fonction  de  la  même  quantité  au  moyen  des  seules  qua- 
dratures. En  effet,  nous  avons  déjà  trouvé  les  équations 

f/-.r  ,  ,      ,  dx 

dt-  ^  '  ds 

d'ix 

via  +  hv'^\  doi  z=  £•  — — - ,      dx  =  ds  ces w ; 
^  '  °    dl 


on  en 

tire  aisément 

dt- 

d-'x 
ds—— 
dt 

vdsdu)                 (>doi                 vdr 

dx  (a  -{-  bv" 

)~ 

gdx                 gcostù               gr 

ds  d-x 

ds 

dx  — 

dt    dt 

lit 

c'du)                  IV- dr 

a  +  hv"  ~ 

g                      g                S[r'-^i] 

dy^ 

1 
=  {c' dt- —  dx^)' 

=r- 

r  I          4     1^ 

Is'r^        S'{r^-^lY} 

v'^[r'^  —  \)  dr 

gr[r^+i) 

Pour  avoir  les  valeurs  de  /,  x^  j,  il  suffit  de  substituer 
dans  ces  formules  la  valeur  de  \^  en  fonction  de  r  et  d'in- 
tégrer. 

Si  l'on  pose 

a  =  o     et     72  =  2, 

on  a  les  formules  que  Ton  donne  dans  tous  les  Traités  de 
Mécanique. 
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La  réduction  aux  quadratures  réussit  encore  lorsque  la 
résistance  est  exprimée  par  la  formule 

a  4-  bXoQ^v. 
Au  reste,  cette  liypotlièse  peut  se  déduire  des  formules 

précédentes,  en  écrivant  a et  -  au  lieu  de  a  et  Z>,  et 

^  ■  n        n 

faisant  ensuite  it  =  o.  C'est  ce  que  l'on  reconnaît  facile- 
ment, si  l'on  observe  que  la  vraie  valeur  de  la  fraction 

pour  n=2  o  est  loe  v. 

n         ^ 

Jean  Bernoulli  fut  provoqué  par  Keill  à  déterminer  le 
mouvement  d'un  projectile  dans  un  milieu  homogène, 
lorsque  la  résistance  est  proportionnelle  au  carré  de  la 
vitesse.  Il  entreprit  de  résoudre  le  problème  plus  général 
où  la  résistance  est  proportionnelle  à  une  puissance  quel- 
conque de  la  vitesse*,  bientôt  il  réduisit  la  solution  à  des 
quadratures,  et  eut  la  satisfaction  de  constater  que  Keill 
ne  savait  point  résoudre  la  question  qu'il  proposait.  Ses 
recherches  furent  publiées,  conjointement  avec  celles  de 
son  neveu  Nicolas  Bernoulli,  dans  \e?,  Acta  eraditorwn, 
Lips.,  1719,  p.  2i6  (*).  Plus  tard,  Legendre  (^)  apprit  à 
ramener  aux  quadratures  la  détermination  du  mouvement 
d'un  projectile,  quand  la  résistance  est  égale  à  une  con- 
stante plus  un  terme  proportionnel  au  carré  de  la  vitesse. 
On  peut  encore  consulter,  sur  le  problème  balistique, 
Euler  (2),  Borda  (*),  Templehoff(=*)  et  Moreau  ['). 

Jacobi,  Journal  de  Crelle,  t.  XXIV,  p.  26;  1842. 


('  )  Voir  aussi  J.  Beun.,  Opéra,  t.  II,  p.  SgS. 

(-)  Mém.  de  VAcad.  de  Berlin,  1782. 

(«)  Ih.,  1753. 

(')  Ih.,  1769. 

(")  Ih.,  1788- 1789. 

(")  Journal  de  V École  Polytechnique,  XI^  cahier,  p.  204. 
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3.  Un  point  matériel  se  meut  dans  un  milieu  résistant 
sous  faction  d?une  force  qui  agit  toujours  dans  une 
même  direction.  Déterminer  la  loi  de  la  résistance  du 
milieu,  lorsquon  connaît  la  trajectoire',  et  réciproque- 
ment, déterminer  la  trajectoire ,  lorsqiHon  connaît  la 
résistance. 

Prenons  l'axe  des  y  parallèle  à  la  force  et  dirigé  dans 
le  même  sens  ;  nommons  x,  y  les  coordonnées  du  mobile 
à  l'époque  ?,  s  l'axe  qu'il  a  parcouru,  Y  la  force  qui  le 
sollicite  et  R  la  résistance  du  milieu. 

Les  équations  des  composantes  tangentielles  et  nor- 
males que  nous  avons  rappelées  au  commencement  de  ce 
chapitre  nous  donnent 

dv  ,  dy 

as  as 

p^  dx 

p  as 

(Is^      d^  y 
OU,  si  l'on  remplace  p  par  sa  valeur  —  :  -y-^^ 

,^  ds^    d^r 

»'=  =  Y  —  :  — ^. 

dx^      dx'' 

DifFérentions  cette  équation  par  rapport  à  x^  en  obser- 
vant  que  —  =  i-j-  —  ;  il  vient 

di>        ,dy        I   ds^    d    /  Y   \ 

V =:Y-^H /  • ■  \  5 

dx  dx       2  dx''  dx  I   d^y   j 

Xd^J 

dv  _^     dy       \_ds    d^    /  Y  \ 
ds  dx       o.  dx  dx  [    d' y   \ 

\~d^  I 
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et,  d'après  la  première  équation, 


R  = 


Cette  formule  résout  le  double  problème  que  nous  nous 
sommes  proposé. 

Corollaire  I.  —  Si  l'on  suppose  en  particulier  que  ]a 
résistance  soit  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse  et  à 
la  densité  D  du  milieu,  on  aura,  en  nommant  y.  une 
constante. 


R=:fiDc'=r  aDp  —Y, 

^  as 


et  par  conséquent, 


d'y  d'-j 

R    dx'^  I     dx   dx'     d 

p.  Y    ds^  i]j.  ds     Y     dx 


dx^ 


I     dx    d 
2  p.  ds   dx 


Cette  formule  fait  connaître  la  densité  en  un  point 
quelconque  du  milieu,  lorsque  l'on  donne  la  trajectoire; 
et  réciproquement,  elle  fait  connaître  la  trajectoire, 
lorsque  l'on  donne  la  densité. 

Corollaire  II.  —  Il  est  aisé  de  voir  que  -p  -r-  est  la 

demi-corde  du  cercle  de  courbure  menée  par  le  point 
{x,j)  parallèlement  à  l'axe  desj^;  en  sorte  que,  si  l'on 
nomme  q  cette  corde,  on  aura 
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Celte  formule  nous  montre  que  la  vitesse  du  mobile  est 
égale,  en  chaque  point,  à  celle  qu'il  gagnerait  en  tombant 
dans  le  vide  d'une  hauteur  égale  au  quart  de  la  corde  de 
courbure,  sous  l'influence  d'une  foi^ce  égale  à  celle  qui  le 
sollicite  au  point  considéré. 

La  question  qui  nous  occupe  a  été  résolue  d'une  ma- 
nière fautive  par  INewton,  dans  la  première  édition  du 
livre  des  Principes^  pour  le  cas  d'une  résistance  propor- 
tionnelle au  carré  de  la  vitesse;  l'erreur  a  été  corrigée 
plus  tard  sur  les  indications  de  Jean  Bernoulli. 

Newton,  Principia,  lib.  II,  prop.  lo. 
Jean  Bernoulli,  Jeta  erud.,  Lips.,  17 13; 
Opéra,  t.  I,  p.  5i5. 

4.  Un  point  matériel  se  meut  dans  un  milieu  résistant 
sous  Vattraction  d\in  centre  fixe.  Déterminer  la  loi  de 
la  résistance  y  lorsque  Von  connaît  la  trajectoire  ;  et  réci- 
proquement, déterminer  la  trajectoire,  lorsque  Von  con- 
naît la  résistance. 

Prenons  le  centre  d'attraction  pour  origine  des  coor- 
données polaires  r  el  0;  nommons  P  la  perpendiculaire 
abaissée  du  centre  sur  la  tangente  à  la  trajectoire,  R  la 
résistance  du  milieu  et  F  la  force  d'attraction. 

INous  avons  les  équations 

ch  „  dr 

ds  ds 

,;:         p 
—  =  -F. 


D'après  la  relation  p  =z  r -—^  la  seconde  équation  peut 
s'écrire 

v^'  =  V  —  F. 

I.     2^  ÉDIT.  23 
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Différentiant  par  rapport  à  5,  il  vient 

dv         \   d     \    /'        dr     \ 
ds        2.ds   P'\      dp     ) 

1   dP  f       dr     \  \      d  [       dr 

— p3  —  y\  -A. ■  —  I  P'  —  F 

P^  ds\      dP     ]        -x  P'  ds  \      dP 

dr  ^  l      d  I       dr    _ 

— F  H P'  —  F 

ds  2P=  ds  \      dP 

Si  l'on  compare  cette  dernière  formule  à   la  première 
équation,  on  en  conclut 

(A)  H  =  -^^,fF±F 


2  P^  ds  \      dP 

Cette  valeur  résout  le  problème. 

Corollaire  I,  —  Supposons  que  la  résistance  soit  pro- 
portionnelle au  carré  de  la  vitesse  et  à  la  densité  D  du 
milieu  5  alors  nous  avons,  en  nommant  fx  une  constante^ 


et  par  conséquent  (A), 


d  f      dr    \ 
_  (  ps  —  F  \ 

I   ^^\      dP     } 


:b)  d  =  -— "•'^  ;'^  '  ^__L^iojï(p^:;^  Fi. 

2 M.  dr  ^  nu.  ds 

"  p3  p  ' 

^P 


H^) 


Cette  équalion  fait  connaître  la  densité,  lorsque  la  tra- 
jectoire est  donnée,  et  réciproquement. 

Corollaire  II.  —  Si  l'on  nomme  q  la  corde  du  cercle 
de  courbure  qui  coïncide  avec  le  rayon  vecteur,  on  a 


P'=:  —  pFr=:  2F'-7-  q. 


Celle  relation  nous  fournit  une  remarque  semblable  à 
celle  du  corollaire  II,  dans  le  théorème  qui  précède. 
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Corollaire  III.  — On  tire  de  la  formule  (B)^  en  dé- 
signant par  C  une  constante, 

O  — 

V'oÉL  F  —  C=f-  2 yf^^'      F  =  —  e- 2 l'S^^' 

dP  '  P' 

Cette  équation  nous  fait  connaître  la  force  d'attraction, 
lorsque  la  trajectoire  et  la  densité  du  milieu  sont  connues. 

Newtox,  Principia,  lib.  II,  prop.  ly,  i8. 

Jean  Berwoulli,  Opéra,  t.  IV,  p.  347- 

5.  Comme  applications  des  deux  questions  précédentes, 
nous  indiquerons  quelques  résultats  auxquels  on  par- 
viendra sans  difficulté  par  la  simple  application  des  for- 
mules. 

Pour  simplifier,  nous  supposerons  la  constante  [i  égale 
à  l'unité.  Nous  conviendrons  une  fois  pour  toutes  que 
l'axe  des^  est  dirigé  dans  le  sens  de  la  pesanteur. 

Un  point  pesant  se  meut  dans  un  milieu  dont  la  ré- 
sistance est  pj'op optionnelle  à  la  densité  et  au  carré  de 
la  vitesse. 

i^  La  trajectoire  est  une  demi-circonférence  située 
au'dessus  d^un  diamètre  horizontal , 

x''  -h  y"^  =^a^. 

On  trouve 

3 

3  SX  I ^  2 

2   a  as/a'  —  x^ 

Newton,  Principia,  lib.  II,  prop.  lo,  ex.  i. 

2*^  La  trajectoire  est  une  hyperbole  de  V ordre  «  -H  i, 


y  z=  ax  + 


23. 
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On  trouve 


EuLER,  Mechan.,  t.  I,  p.  4oo. 
6.  La  trajectoire  est  une  parabole  de  V ordre  n, 

j  =  —  h  -\-  ex". 
Déterminer  la  résistance. 
On  trouve 


R  = 


2.n[u  —  i)c.v"~' 


7.  Un  point  matériel  sa  meut  sous  V  attraction  d'un 
centre  fixe  dans  un  milieu  dont  la  résistance  est  propor- 
tionnelle à  la  densité  et  au  carré  de  la  vitesse. 

1°  L'attraction  est  proportionnelle  à  la  w'^'""  puis- 
sance de  la  distance,  et  le  centre  d 'action  est  situé  sur 
la  trajectoire  qui  est  une  circonférence , 

7-  =z  2  (7  COS  9 . 

On  trouve^  en  représentant  par  v  l'attraction  à  l'unité 
de  distance, 

R  =  -^  v(«  H- 5)  /-"sinO, 
^        I  .  „,  sine 

D  =  -r«  -t-  5 

2  ^  '      r 

1^  La  loi  de  V attraction  est  la  même,  et  la  trajec- 
toire est  une  spirale  logarithmique  dont  le  pôle  occupe 
le  centre  d^ attraction, 

6=  tangalogr. 
On  trouve,  en  supposant  que  le  mobile  s'approche  du 
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pôle, 

R'=  —  v(/2  H- 3)  cosa./-", 


2 


D=-(«  +  3 

2  r 

Newtox,  Principia,  lib.  II,  prop.  i5,  16. 

8.  La  trajectoire  est  une  circonférence  doTiL  le  centre 
est  le  point  attirant,  et  la  résistance  du  milieu  est  con- 
stante. 

Soient  a  le  rayon  de  la  circonférence,  i^o  îa  vitesse  ini- 
tiale, h  la  résistance  du  milieu  et  s  l'arc  décrit  dans  le 
temps  t. 

On  trouve 

c-=  i'I  —  ihs,     F  =  -  {('l  —  2.1is). 
A  l'instant  où  la  vitesse  s'éteint, 

2  II  h 

9.  La  trajectoire  est  une  spirale  logaritJimique  dont 
le  pôle  occupe  le  centre  d'attraction, 

Q  =^  tanga  logr; 

la  résistance  est  proportionnelle  à  la  n"""'"  puissance  de 
la  distance  au  pôle. 

Soient  a  le  rayon  vecteur  initial,  Vq  la  vitesse  initiale 
et  h  la  résistance  à  l'unité  de  distance. 

On  trouve,  en  supposant  que  le  mobile  s'approche  du 

pôle, 

(/?-{-  3 )  ces a.a-i'l  +  2 h  ( r""*-2  —  a"+^ ) 

F  =; ; ;; •  • 

(  «  -+-  o  )  ces  a .  r^ 

EuLER,  Mcchan.,  t.  I,  p.  442' 
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CHAPITRE  IV. 

MOUVEMENT  D'UN  POINT  MATÉRIEL  ASSUJETTI  A  DES 
LIAISONS. 


SECTION  I. 

MOUVEMENT    d'uN    POINT    MATÉRIEL   ASSUJETTI    A    RESTER 
SUR    UNE    COURBE    FIXE    ET    PLANE. 

Nommons  s  l'arc  de  la  courbe  que  parcourt  le  mobile, 
X,  Y  et  S  les  composantes  de  la  force  accélératrice  paral- 
lèles aux  axes  coordonnés  et  à  la  tangente  de  la  courbe. 
Le  mouvement  est  déterminé  par  l'équation 

(A)  ^  =  ^^^^y'^  =  S, 

^    '  dO  ils  ds 

qui  a  pour  intégrale  première 

'  ds^  r 


I 


Sds  -\-  const. 


Quand  la  force  est  dirigée  vers  un  centre  fixe,  si  l'on 
nomme  F  cette  force  et  r  la  distance  du  mobile  au  centre, 
les  équations  précédentes  deviennent 

(c)         ^'=±Fl^ 

^^  dt^  ds 


C=  =  ±2     f] 


ds- 
;D)  — -  =  (^=  =  ±2   /  ¥dr -h  coust. 
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Le  signe  supérieur  convient  à  une  force  répulsive  et  le 
signe  inférieur  à  une  force  attractive, 

i .  Un  point  matériel,  assujetti  à  rester  sur  une  spirale 
logarithmique  et  attiré  vers  le  pôle  par  une  force  in- 
versement proportionnelle  au  carré  de  la  dislance,  part 
sans  vitesse  initiale  d^une  distance  égale  à  a.  Déter- 
miner le  temps  nécessaire  à  ce  mobile  pour  atteindre  le 
pôle. 

b        9 
Soient  log  -  =  -  l'équation  de  la  spirale  et  jui  l'attrac- 
tion à  l'unité  de  distance. 
La  formule  (D)  nous  donne 


Ja      ' 


^  \r        a  dt^  de 


Or,  d'après  l'équation  de  la  spirale, 

dr 
d%  z=  —  a  — 5 
r 

par  conséquent, 

-— (i  +  a'    =21/1 ]: 

dt^  ^  '  ^\r        aj^ 

en  sorte  que  le  temps  cherché  a  pour  valeur 


V  ^'f*         Jo     \/ar—r^ 

:=  \  / ■     -  a  arc  ces var  —  r^ 

V  2f/         La  a  Jo 
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2.  Deux  points  pesants  réunis  par  une  tige  rigide  et 

sans  poids  peuvent  se  mou- 
voir sur  deux  droites  fixes 
situées  dans  un  même  plan 
vertical.  Déterminer  la  du- 
rée des  petites  oscillations 
que  le  système  exécute  lors- 
quort  "vient  à  l'écarter  lé- 
gèrement de  sa  position  d^é- 
quilibre. 

Soient  : 

P  et  P'  les  deux  points  mobiles  ; 

c  leur  distance  mutuelle  -, 

m  et  m' leurs  masses  respectives; 

X  et  x'  leurs  distances  au  point  de  concours  A  des 
droites  fixes;  ' 

a  et  a'  \es  valeurs  de  ces  distances  qui  correspondent  à 
la  position  d'équilibre; 

cû  et  33' les  angles  que  la  droite  PP'  fait  avec  les  deux 
droites  fixes; 

i  l'inclinaison  mutuelle  de  ces  deux  droites; 

a  et  a'  les  angles  qu'elles  font  avec  la  verticale; 

T  l'action  mutuelle  des  deux  points  qui  est  transmise 
par  la  tige  PP'. 

Les  équations  du  mouvement  sont  les  suivantes  : 


dt- 
d^x' 


ïcos 


dt' 


m' g  ces  a'  —  T  ces  t^'; 


d'où  l'on  tire,  par  l'élimination  de  T, 

/y  2    y>  y-y  -   J^ 

m  coscp' '-  —  m' cos'j  ■ =  wsi  cosa  cos©'  —  m'gcos'x' ci^S'o. 

^    dt'  '    dt-  *  .0 
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Pour  exprimer  ç  et  cj-'  en  fonction  de  x  et  a:',la  Géométrie 
nous  donne  les  deux  relations 

c  cosçp  =  jt'cos/  —  X, 

C  ces  tf'z=X  CCS  /  —  x'  y 

qui  nous  permettent  d'écrire  l'équation  précédente  sous 
la  forme 

—  m[x  —  X  ces  i  )  -\~  m   (X  —  x  cos /    

^  '    dt'  '  cW 

:=  —  mg cosûc  (x'  —  X  ces/)  -I-  m' g  cosa'  [x  —  x' cosi). 

Remplaçons  dans  cette  formule  x,  x'  par  a-h-z, 
a'  -h  z',  et  observons  que  le  second  membre  est  nul  lors- 
qu'on y  fait  X  =a,  x'  =  a',  car  ces  valeurs  sont  celles  qui 
correspondent  à  l'équilibre.  Il  vient,  en  négligeant  les 
secondes]  puissances  des  petits  écarts  z^  z'  et  de  leuis 
dérivées, 

(               ,    >                    •^  ^^'2            ^,              ,          ,.cUz' 
\  —  m  [a   —a  ces  i \-  m  ■  a  —  a   cos  i  ] 

(i)    ,'  ^  ^    dt-  ^  ■   dt' 

\        =  —  mg  cosot.  [z'  —  z  ces/)  H-  m' gcosot.'  [z  —  ::;'  ces/). 

Or  on  peut  exprimer  z'  en  fonction  de  z,  car  on  a  Vé- 
quation 

c=  =  a-  H-  a'-  —  2.aa'  cosi 

=  {a-hzy-h{a'  +  z')=—  2(«  +  z)  (a'  +z')cos/, 

laquelle  devient,  en  négligeant  les  secondes  puissances 
de  z  et  de  z', 

(2)  («  —  a'  cosi)  z  -\-  [a'  —  acosi)  z'  =1  o. 

On  pourrait  maintenant  éliminer  z' de  l'équation  (i)^ 
puis  intégrer,  et  le  problème  serait  résolu. 

Cherchons  la  longueur  /  du  pendule  simple  qui  oscille 
dans  le  même  temps  que  chacun  des  deux  points  de  notre 
système. 
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Soient  li,  Je',  h  des  constantes.  La  théorie  du  pendule 
nous  donne  pour  z  et  z'  des  valeurs  de  la  forme 

z  =  /-  sin  (  ^  4  /  -y  H-  /i  I ,      z'  z=  k'  smi  t  i/  j  -{-  /i  ]  . 


Si  nous  substituons  ces  valeurs  dans  les  équations  (i) 

I' 


et  ('i),  et  que  nous  éliminions  du  résultat  le  rapport  —  » 


nous  obtenons 

^  ^ m  {a'  —  a  cosiy  -h  m'  [a  —  a'  ces/)' 

[ma cos ex. -h  m'a' cos a  )  sïn-i        ' 

en  sorte  que  la  durée  d'une  oscillation  tt  i /-  est  connue. 

La  longueur  l  est  susceptible  d'une  construction  simple. 
En  effet,  supposons  les  points  P  et  P'  dans  leur  position 
d'équilibre;  par  chacun  de  ces  points,  élevons  une  per- 
pendiculaire sur  la  droite  qui  dirige  son  mouvement. 
Soit  O  l'intersection  de  ces  deux  perpendiculaires.  Proje- 
tons le  contourPAP'OPsur  chacune  des  droites  AP,  AP'5 
il  vient 

OP'  sin/  =z  a  —  a'  cos/, 

OP  sin/  =  a'  —  a  cos /. 

D'un  autre  côté,  si  nous  nommons  h  la  distance  du  centre 
de  gravité  des  poids  P  et  P',  dans  leur  position  d'équi- 
libre, à  la  droite  horizontale  qui  passe  au  point  A,  nous 
avons 

[m  -h  m'  )  h:=  ma  cosa  -+  m' a'  cosa'. 

Ces  valeurs,  substituées  dans  l'expression  de  /,  nous 
donnent 

_  mOP  -h  m'OP' 


(m  -+-  m')  h 
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Il  est  aisé  de  construire  cette  valeur  par  les  méthodes  de 
la  Géométrie  élémentaire. 

3.  IJji  point  matériel,  assujetti  à  rester  sur  une  droite 
donnée j,  est  sollicité  par  une  force  dirigée  'vers  un  centre 
fixe  et  fonction  de  la  distance  à  ce  centre.  Trouver  la 
durée  des  petites  oscillations  que  le  mobile  exécute,  lors- 
qu'on vient  à  V écarter  légèrement  de  sa  position  d'équi- 
libre^ 

Soient  : 

a  la  distance  de  la  droite  au  centre  des  forces; 
r  la  distance  du  mobile  à  ce  centre  ; 
X  la  distance  du  mobile  au  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  centre  sur  la  droite; 
f{r)  la  force  correspondante  à  la  distance  /'. 

Prenons  pour  unité  de  masse  celle  du  point  mobile. 
Le  mouvement  sera  représenté  par  l'équation 

(i)  __  —  _  2  /  /(  r)  dr  +  const. 

Si  nous  négligeons  les  quantités  du  troisième  ordre  en  x, 
dans  la  valeur  de  -7^ •>  f  [r)  =f[\/a'^  -{-  x^)  doit  être  rem- 
placé par/"  [a)  sous  le  signe  1  ?  et  par  conséquent 

dx^ 

—  r=  —  2  r  /"  (  «  )  -+-  const. 

dt'  ''  ^    ' 

Nommant  e  la  valeur  initiale  de  x,  cette  équation  peut 
s'écrire 
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On  en  tire 


de=  —  i    ~^ 


dx 


y  Aa)^-7~^^- 


/(«) 


X  =  2  cos  U  Sj'^—-  )  '■> 
en  sorte  que  la  durée  d'une  oscillation  est 

Si,  par  exemple,  la  force  est  une  attraction  proportion- 
nelle à  la  distance,  on  a 

[i.  étant  l'attraction  à  l'unité  de  distance.  C'est  un  résultat 
donné  dans  la  Mécanique  d'Euler,  t.  II,  p.  91. 

Les  formules  générales  qui  précèdent  supposent  que 
f{a)  n'est  pas  nul.  Si  cette  condition  n'était  point  rem- 
plie, il  faudrait,  dans  la  valeur  de  — — >  conserver  des 
^       '  '  df 

puissances  de  x  supérieures  à  la  seconde,  et  les  résultais 
seraient  cliangés. 

Ce  cas  se  présente,  en  particulier,  lorsque  la  force 
centrale  est  le  ressort  d'un  fil  élastique  lié  d'une  part  au 
point  mobile,  d'autre  part  au  centre  fixe. 

Soient  T  la  tension  du  fil  et  X  son  coefficient  d'allon- 
gement (*)  5  supposons  que  la  longueur  naturelle  du  fil 
soit  égale  à  la  dislance  du  centre  à  la  droite. 

(*)   Voir  p.   167. 
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jNous  avons 


/(>)=:ï,     r  =  fl(i  +  ^T); 
d'où 


d'ailleurs, 


^"•)-   .»-' 


i~z .  X  clx 


Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (i),  il  vient 
Si  l'on  néglige  les  quatrièmes  puissances  de  x. 


il  s  ensuit 


dt^  Ka'  J  4). «3  ^  -" 


7  !i —        dx 

it=i  —  la  \J\a 


Posons 

X  z=2  s  CCS  ç. 

Alors, 

,         o.a  \J\a  dw  a    /— — 

^^^  =^  —^ l^..       ,  =  -  v/2).« 

^        V  I  +  cos'^        2 


■T   -      "       '      -  '  '^^ 


^/i--sin=a> 


a    I /"' 


sin'cp 
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L'intégrale  définie  est  une   fonction  elliptique  de  pre- 
mière espèce  dont  le  module  est  — ^• 

4.  Deux  points  A  e£  B  étant  donnés  sur  une  même 
droite  horizontale,  trouver,  dans  le  plan  'vertical  mené 
par  ces  deux  points^  le  lieu  dhin  troisième  point  P  tel, 
que  la  somme  des  temps  nécessaires  à  un  point  pesant 
pour  parcourir  les  droites  AP  et  BP,  lorsquon  le  pose 
successivement  en  A.  et  ^  sans  vitesse  initiale,  soit  égale 
à  une  quantité  donnée  k. 

Prenons  l'origine  des  coordonnées  sur  la  droite  AB,  à 
égale  distance  des  extrémités,  et  dirigeons  l'axe  àesj  dans 
le  sens  de  la  pesanteur.  Soient  x,  j  les  coordonnées  du 
point  P  et  2 a  la  distance  AB. 

Les  formules  du  mouvement  sur  un  plan  incliné  nous 
donnent  de  suite  l'équaiion 


[a 


=  k. 


Élevons  deux  fois  au  carré  pour  rendre  l'équation  ration- 
nelle, et  posons 

Il  vient,  après  des  réductions  faciles, 

r^  —  cy  -\~  u- 
^  a}  —  cy 

Cette  courbe  se  compose  en  général  de  deux  branches, 
l'une  tangente  à  l'origine  à  l'axe  des  x  et  asymptotique  à 

la  droite  r  =  — )  l'autre  située  au  delà  de  cette  dernière 

•^  c 

droite  et  formant  une  sorte  d'ovale.  Cette  seconde  branche 
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seule  convient  à  notre  problème  ;  pour  qu'elle  existe,  il 
faut  que  c  soit  plus  grand  que  2a.  La  première  branche 
est  le  lieu  des  points  P  tels,  que  la  différence  des  temps 
employés  à  parcourir  les  droites  AP,  BP  est  égale  à  la 
constante  k.  En  effet,  si  l'on  rend  rationnelle  l'équation 


_  r^'+(«  +  -^)n'^^.= 


["^n 


I 


on  arrive  encore  à  la  formule  (E). 

Fuss,  Mém.  de  l'Acad.  de  Saint-Pétersbourg^  18 19. 

5.  Déterminer  la  courbe  sur  laquelle  doit  glisser  un 
point  pesant,  pour  quil  descende  de  hauteurs  égales 
dans  des  temps  égaux. 

On  supposera  que  la  tangente  à  Vorigine  des  arcs 
parcourus  est  verticale. 

Prenons  l'origine  au  point  où  le  mouvement  commence, 
et  l'axe  des  j"  vertical  dirigé  de  haut  en  bas.  Soit  |3  la  hau- 
teur verticale  que  le  mobile  parcourt  dans  l'unité  de 
temps. 


Nous  avons 


ds^ 

— -  ^=-xgy  -\-  const., 

dt-  ^ 


ou 


ds-  df-         l         dx^\  dr"^ 

dy   de-         \         df-  j  dt^  °-' 

ds 
Or,  à  l'origine  du  mouvement,  —  =  [3,  d'où  il  suit  que  la 

constante  est  égale  à  |S^  5  d'ailleurs,  par  hypothèse,  on  a 
toujours 

dy 
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par  conséquent. 


P'-ir.  =  ^S' 


dx 

dy 

dx  ^  s/^   J- 
dy  p     ^ 


3p 

r    3 

La  courbe  est  une  parabole  de  degré  -  -,  son  axe  est  l'axe 

des  j",  et  son  point  de  rebroussement  est  à  Torigine.  Ou 
l'a  nommée  isochrone. 

Leibniiz  défia  les  disciples  de  Descartes  de  résoudre  ce 
problème  par  les  méthodes  de  leur  maître,  sans  employer 
le  calcul  difTérentiel.  En  effet,  ils  ne  purent  y  an  i ver. 
Alors  Huygliens  (*),  Leibnitz  (**)  et  Jacques  Ber- 
noulli  (**■♦')  publièrent  différentes  solutions,  les  pre- 
mières synthétiques,  la  dernière  analytique. 

6.  Un  point  matériel  se  meut  sur  une  courbe  avec  une 
vitesse  constante.  Quelle  doit  être  la  courbe  pour  que  la 
■vitesse  estimée  suivant  une  droite  donnée  croisse  d'une 
manière  uniforme? 

Soient  j3  la  vitesse  du  mobile  sur  la  courbe,  c  l'accrois- 
sement de  la  vitesse  dans  l'unité  de  temps  suivant  la  droite 
donnée.  Prenons  cette  droite  pour  axe  des  a:,  et  le  point 
où  elle  rencontre  la  courbe  pour  origine  des  coordonnées. 

Nous  avons 

dx''         dv' 

dr-       dt'      '^  ' 


(*)  Nouvelles  de  la  République  des  Lettres,  octobre  1CS7. 
(**)  Acta  erud,,  Lips.,  1689,  p.  196  et  suiv. 
(*=<*)  Ib.,   1690,  p.  217. 
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et 


dt'  —"' 


d'où  l'on  lire,  par  intégration, 


dx^ 

— —  z=i  ICX. 

de 

Eliminons  dt  entre  cette  dernière  équation  et  la  pre- 
mière. Il  vient 


et,  en  posant  j--=^  a^ 

dy^ 
dx 


la  — 

y— 


a  —  X 


y  =  a  arc  cos \-  sjiax  —  x^. 

a 

C'est  l'équation  d'une  cjcloïde  dont  le  cercle  générateur 
a  pour  rayon  a,  et  roule  sur  la  droite  x  =  Q.a. 

Cette  propriété  de  la  cycloïde  résulte  d'un  travail 
d'Euler,  qui  fait  partie  des  Mémoires  de  l' Académie  de 
Saint-Pétersbourg,  t.  X,  p.  7.  On  trouvera  des  détails 
historiques  sur  cette  question  dans  les  Bulletins  de  V Aca- 
démie des  Sciences  de  Bruxelles ^  t.  IX. 

7.  Un  point  pesant  est  lancé  avec  une  vitesse  con- 

Pig  /„  nue,  dans  une  direction 

horizontale  AO.   Quelle 

est  la  courbe  sur  laquelle 

le  point  doit  se  mouvoir 

pour  que  sa  distance  au  point  Jixe  O  décroisse  d\ine 

manière  uniforme  P 

Soient  r  la  distance  du  mobile  au  point  O,  9  l'angle  que 
1.   a**  ÉDiT.  24 
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ce  rayon  vecteur  fait  avec  la  direction  OA  et  j3  la  vitesse 
initiale. 

On  a,  d'après  l'équation  (B)  placée  au  commencement 
de  ce  chapitre, 

dr-'  </92 

P^+  ag-rsinÔ, 


df-  dt- 

df- 


<f  9  dr 

A   l'origine    du   mouvement,   0  =  o,    —  =  o,    —  =  (35 

^/. 
d'ailleurs  —  est  constant  par  hypothèse.  Par  conséquent 

l'équation  du  mouvement  se  réduit  à  la  forme  simple 

dr  _     ^        dO 

sjr       \l'^g  V'sin  9 

On  en  tire,  en  nommant  a  la  valeur  initiale  de  r, 

d^ 


fr-fa  =  -^    f 


y'sin  9 


Telle  est  l'équation  de  la  courbe.  Il  faut  nécessairement 
employer  les  quadratures  pour  la  construire*,  car  l'inté- 
grale qui  figure  dans  l'équation  ne  peut  s'obtenir  sous 
forme  finie,  elle  dépend  des  fonctions  elliptiques.  La 
forme  de  la  courbe  est  celle  de  la^g.  49,  p.  ^69  5  elle 
comprend  la  droite  AO.  Sur  la  première  moitié  de  la 
courbe  le  mobile  s'approche  uniformément  du  point  O5 
sur  la  seconde  moitié,  il  s'éloigne  uniformément. 

Leibnitz  proposa  ce  problème  aux  géomètres  de  son 
époque,  et  nomma  la  courbe  paracentrique  isochrone. 
La  question  parut  difficile,  car  la  première  solution  se  fit 
attendre  pendant  cinq  années-,  elle  est  de  Jacques  Ber- 
noulli  et  parut  dans  les  Acta  eraditorum,  Lips.,  1694.  On 
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trouvera  une  généralisation  de  cette  question  et  plusieurs 
autres  problèmes  du  même  genre  dans  un  travail  de 
Varignon  qui  fait  partie  des  Mémoires  de  V Académie 
des  Sciences  de  Paris,  1699,  p.  i. 

8.  Trouver  une  courbe  telle,  quun  point  pesant  P 
posé  sur  cette  courbe  en  un  point  donné  O  parcoure 
l'arc  OP  dans  le  même  temps  qu  il  mettrait  à  parcourir 
la  corde. 

Soient  r  la  distance  du  mobile  au  point  de  départ, 
Q  l'angle  que  ce  rayon  vecteur  fait  avec  la  verticale  et 
s  l'arc  parcouru. 

On  a 


ds^        \  dÔ' 

—  =  -^ =  2  2T  ces  9  ; 

dû  dû  ^  ' 

par  conséquent,  le  temps  employé  à  parcourir  l'arc  s  est 


y  2  g  Jq^  sjr  cos  9 


f/9. 


D'ailleurs  le   temps  qui  serait  employé  à  parcourir  la 


corde  est  égal  à 


s/ 


O.r 


sr  cos  9 


Écrivons  que  ces  deux  temps  sont  dans  un  rapport  donné 
a,  le  problème  sera  plus  général;  puis  différentions  l'é- 
quation résultante  par  rapport  à  6,  Il  vient 

(a'  — i)cos=9---  +  2a2sin9cos9/'-—  +  (a^sin^ô— cos'e]/-2  =  o. 
^  '  dQ^  de       ^  ' 

Cette  équation  est  homogène  en  /'  et  — -,  on  pourra  donc 

24. 
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l'intégrer.  Pour  cela,  il  suffit  de  diviser  par  r^  et  de 
poser 

1  dr 

alors  on  aura  une  équation  du  second  degré  en  z  que  l'on 
résoudra. 
Soient 

z=/(9),     z  =  <p(9) 

les  deux  racines. 


Pui 


uisque 


que 


dr 

—  =  zdQ, 


l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée  sera 

C  et  C  étant  deux  constantes  arbitraires. 

Supposons  maintenant  que  a  soit  égal  à  l'unité.  L'équa- 
tion différentielle  devient 

I  dr        C0S9.  S 


r  dO        sinaô 
et  si  l'on  intègre,  on  trouve  l'équation 

logT-  =1  —  log  sin  2  9  H loge,     r''  =  c'  sin  2  0, 

dans  laquelle  c  est  une  constante  arbitraire. 

On  voit  que  la  courbe  est  une  lemniscate  de  Jacques 
Bernoulli,  qui  a  son  centre  au  point  de  départ,  et  dont 
l'axe  fait  un  angle  de  4.5  degrés  avec  l'horizon. 

Nous  devons  cette  propriété  de  la  lemniscate  à  Saladini 
IMemorie  delV  Instituto  Nazionale  Ilaliano,  1. 1,  p.  2). 

La  généralisation  que  nous  avons  indiquée  est  de 
M.  Serret  [Journal  de  M.  Lioimlle,  t.  IX,  p.  285  i844)' 
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9.  Un  point  matériel,  assujetti  à  rester  sur  une  courbe, 
part  du  repos,  et  se  meut  en  "vertu  d'une  force  dirigée 
"vers  un  centre  fixe  et  proportioTinelle  à  la  distance. 
Quelle  doit  être  la  courbe  pour  que  le  temps  employé  à 
décrire  l'arc  soit  égal  au  temps  que  le  même  mobile  em~ 
ploierait  à  décrire  la  corde  ? 

Soient  : 

s  l'arc  parcouru  à  partir  du  point  de  départ  O; 

a  la  dislance  du  point  O  au  centre  d'attraction 5 

p  la  distance  du  même  point  au  mobile  5 

B  l'angle  des  deux  droites  a  ei  p\ 

r  la  distance  du  mobile  au  centre  d'attraction. 

On  a 

—  =  —  2   I  rdr  -t-  const.  =  (a*  —  /•'), 

et  puisque 

r^=p'H-«' — 2apcos9, 

ds  I r 

•.       '  -— ^V2apcos9 — 0^. 

dt         ^        '^ 

Considérons  d'abord  le  mouvement  sur  la  corde.  Il  nous 
faut  poser  ds  =  dp,  et  considérer  0  comme  une  constante. 
Il  vient 


=  1  =  arc  sm 

Jo    sJiap  ces  6  — 


p  —  a  ces  9       TT 

' 1 . 

v'2flpcose  — p'  «C0S9  2 


Si   maintenant  nous  considérons  le  mouvement  sur   la 
courbe,  nous  avons 


ds  =  sjdf-  +  fd^'. 


f 


s/dp-"  +  p'dQ^ 


^2flPCOS9  —  p^ 

Egalons  ces  deux  valeurs  du  temps,  et  différentions  l'é- 
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qualion  résultante  par  rapport  aux  deux  variables  p  et  6. 
Il  vient 

cosô  ^p  +  p  sinOc/9  ; ; — 

cosQ  V    r        r         » 

d'où  l'on  tire,  en  élevant  au  carré, 

2  tang6  û?p  ^  p  (i  —  tang^9)rf9, 

dp 

-^  =  cot2.Qd9, 

P 

p^=  c^  sin2  9. 

La  courbe  est  une  lemniscate,  comme  dans  le  problème 

précédent. 

OssiAN  Bonnet,  Journal  de  M.  Lioufille, 
t.  IX,  p.  116;  i844« 

10.  Tioiwer  l'équation  différentielle  des  courbes  tau' 
tochrones  pour  un  point  sollicité  par  des  forces  qui  agis- 
sent dans  Un  même  plan. 

On  nomme  tautochrone  une  courbe  telle,  qu'un  point 
matériel,  qui  part  du  repos  et  se  meut  sur  cette  courbe 
sous  l'action  de  forces  données,  emploie  le  même  temps 
pour  atteindre  un  point  déterminé,  quel  que  soit  le  point 
de  départ. 

Soient  : 

A  le  point  où  se  termine  le  mouvement  5 

B  le  point  de  départ  5 

s  l'arc  qui  sépare  le  mobile  du  point  d'arrivée  A, 
compté  à  partir  de  ce  dernier  point; 

a  la  valeur  initiale  de  l'arc  s  ou  l'arc  AB; 

S  la  force  motrice  estimée  suivant  la  tangente  à  la 
courbe  dans  le  sens  du  mouvement  et  exprimée  en  fonc- 
tion de  l'arc. 
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Nous  avons 

en  sorte  que  la  durée  du  mouvement  est 

ds 


I     r*^ 


ir'") 


Cette  quantité  doit  être  indépendante  de  a  5  en  d'autres 

ini( 

ds 


termes,  l'intégrale  indéfinie 


/ 


{£'"' 


1  =/(s,  a) 


doit  devenir  indépendante  de  a  lorsque  l'on  y  pose  5  =  a. 
Or,  pour  cela,  il  est  nécessaire  que  f{oc,  oc)  soit  homo- 
gène et  de  degré  o  par  rapport  à  a  5  nous  pouvons  donc 
poser 

/{s,  a)  =  ,j) 
d'où 

I  —  Zf 


Sds 


Si  Ton  élève  au  carré  et  que  l'on  difFérentie  par  rapport 
à  5,  il  vient 


—  Sds  =  d. 


b'm 


Cette  équation  doit  convenir  à  la  courbe  tautochrone  5  or 
l'équation  de  la  courbe  ne  saurait  dépendre  de  a,  par 
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conséquent —  est  indépendant  de  a,  ce  qui  exige 

que  l'on  ait 


b'm- 


—  X  const.; 


d'où 

k  désignant  une  constante  indépendante  de  a. 
Il  suit  de  là 


=-  f 


ds 


_    îr'  dS  _    TT* 

ou,  si  l'on  exprime  S  en  fonction  de  l'abscisse  x^ 

dS         Tz'-       /         dP 
dx         4t^V  f^^' 

Telle   est   l'équation    différentielle    des    courbes   tauto- 
chrones. 

Huyghens,  le  premier,  s'est  occupé  des  courbes  tauto- 
cbrones  5  il  démontra  que  la  cycloïde  est  tautochrone  pour 
un  mobile  soumis  à  la  seule  force  de  la  pesanteur  [Ho- 
rolog.  OscilL,  P.  II,  prop.  aS).  Le  problème  inverse,  qui 
consiste  a  déterminer  directement  les  courbes  tauto- 
chrones,  fut  attaqué  d'abord  par  Newton  dans  le  livre  des 
Principes,  lib.  I,  prop.  53.  Plus  tard,  Euler  s'en  est 
occupé  dans  les  Commentaires  de  Saint-Pétersbourg, 
1729,  et  dans  sa  Mécanique,  t.  II,  p.  211. 
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11.    Trouver  les  courbes  tautochrones  pour  une  force 
Fig.  5o.  dirigée  vers  un  centre  fixe  et  pro- 

portionnelle à  la  distance. 

Soient  : 

p.  l'atlraction  à  l'unité  de  distance  5 
r  le  rayon  vecteur  ; 
(j)  l'angle  que  la  langente  à  la  courbe  fait  avec  le  rayon 
vecteur  ; 

P  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  la   tan- 
gente. 

On  a 

S  =  prcosiy  ; 

en  sorte  que  l'équation  de  la  courbe  est,  d'après  le  pro- 
blème précédent, 

p.rf(rcostp)         TT^ 

ou,  si  l'on  observe  que  cos(]p  J5  =  Jr, 

_2 

{xrcosijjf^  (rcos^)  =  -j-^rdr. 

On  en  tire 

p.  r^  cos^  (j)  =  -7—^  /"^  -t-  Gonst . , 

^,.2_p2   _         ,,2_|_const. 
Nommons  c  la  valeur  de  P  qui  correspond  à  cj)  =  -• 

^2p2 

La  constante  aura  pour  valeur -. —  ■>  et  nous  a«rons 

Telle  est  l'équation  de  la  courbe. 
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Examinons  les  différents  cas  qui  peuvent  se  présenter. 

.  ^    ^  !• —  L'équation  (F)   représente  V épicjcloïde 

que  décrit  un  point  d'une  circonférence,  lorsque  celle-ci 
roule  intérieurement  sur  une  autre  circonférence  fixe 
dont  le  centre  est  au  centre  d'attraction. 

En  effet,  soient  R  le  rayon  du  cercle  fixe,  p  celui  du 
cercle  mobile,  m  le  point  décrivant,  n  le  point  de  contact 
des  deux  cercles  et  O  le  centre  d'attraction. 

La  normale  à  l'épicycloïde  au  point  m  est  la  droite  nm 
(p.  223),  et,  suivant  que  R^  ou  <^o.p,  on  a,  avec  le 
signe  supérieur  ou  le  signe  inférieur, 

R2  =  r^  +  mn  ih  1  mn  .  r  sin  ip , 

P  :=r  T-sincp. 


mn  2  p 


P  R  — 2p 

On  en  tire,  par  l'élimination  de  mn  et  de  sincj), 

^-'^+^L(R-2p)^  +  R-2pJ' 

^'  -y-     4Rp-4pr         4Rp-4p^   ' 

équation  qui  coïncide  avec  la  formule  (F),  quand  on  pose 

et     c^  =  (R  — 2p)^; 


V^Rp 


alors  aussi  la  condition  R^  p,  nécessaire  pour  une  épi- 

cycloïde  intérieure,  revient  à   .^    ^i. 

L'extrémité  commune  des  arcs  qui  sont  parcourus  dans 
le  même  temps  répond  à  cp  =  o  et  r=:V  =  c\  car  un 
point  matériel  placé  à  cette  extrémité  doit  y  rester  en 
repos. 
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Cette  propriété  de  l'épicycloïde  était  connue  de  Newton 
[Principiay  lib.  I,  prop.  52). 

=  \. —  L'équation  (F)  se  réduit  à  P  =  c;  elle 


représente  une  droite  située  à  la  distance  c  du  centre  d'at- 
traction. 

■  <;;  I.  —  L'étude  de  ce  cas  est  moins  facile.  M.  Pui- 


4t> 

seux  a  démontré  que  la  courbe  est  une  spirale  formée  de 
deux  branches  symétriques,  s'éloignant  indéfiniment  du 
centre  fixe,  et  qui  jouissent  de  cette  propriété  d'être  sem- 
blables à  la  développée  de  leur  développée  [Journal  de 
M.  Lioimlle,  t.  IX;,  p.  4i6  et  892  5  i844)' 
Supposons  maintenant  que  c  soit  îiul. 
^1 

^i.  —  La  courbe  est  imaginaire. 


4^'p 


,  ^    <^i.  —  La  courbe  est  une  spirale  logarithmique. 

En  effet,  nommons  a  l'angle  constant  que  la  tangente 
à  cette  spirale  fait  avec  le  rayon  vecteur  j  nous  aurons 

P'  =  r^sin'a,      p,P- =  (p^  —  fACOS^a)r', 

Il  en  résulte  qu'un  mobile  assujetti  à  rester  sur  une  spi- 
rale logarithmique,  et  attiré  vers  le  pôle  par  une  force 
proportionnelle  à  la  distance,  emploie  toujours  le  même 
temps  pour  arriver  au  pôle,  quel  que  soit  son  point  de 

départ  5  ce  temps  est  égal  à  =  • 

2cosa  y  p. 

Enfin  considérons  le  cas  où  la  force  centrale  serait  ré- 
pulsive. 

Il  faut  changer  le  signe  de  [j.  dans  la  formule  (F)  5 
alors  elle  nous  représente  toujours  une  épicycloïde  dont 
le  cercle  mobile  roule  extérieurement  sur  le  cercle  fixe. 
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Les  calculs  sont  les  mêmes  que  pour  la  première  épicy- 
cloïde,  sauf  le  signe  de  p  qui  est  changé. 

La  formule  (F)  est  en  réalité  une  équation  différen- 
tielle; si  l'on  veut  la  mettre  sous  la  forme  ordinaire  en 
usant  des  coordonnées  polaires  /'  et  0,  il  suffit  de  substi- 
tuer à  P  sa  valeur 


rsm  rf  = 


s/dr^-hr'dQ'' 


On  trouve  ainsi 


,    dr 

d9  =  it  — 
r 


V^(^ 


formule  que  l'on  intègre  sous  forme  finie,  en  représen- 
tant le  radical  par  une  variable  auxiliaire. 

Euler  a  traité  ce  problème  dans  sa  Mécanique,  t.  II, 
p.  208. 

12.  Détennirter  directement  les  courbes  tautochrones 
pour  une  force  qui  est  perpendiculaire  à  une  droite  fixe 
et  proportionnelle  à  une  puissance  de  la  distance  à  cette 
droite. 

Nous  supposerions  que  la  droite  fixe  passe  par  V  extré- 
mité des  arcs  qui  doii^ent  être  parcourus  dans  le  même 
temps. 

Prenons  l'axe  des  j^  sur  la  droite  fixe  et  l'axe  des  x  di- 
rigé en  sens  contraire  de  la  force. 

Soient  ^x"  la  force  à  la  distance  x  et  h  la  valeur  de  x 
au  point  de  départ. 

Nous  avons 


ds^ 
df^ 


X  n  -\-  i 
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en  sorte  que  le  temps  employé  pour  arriver  à  l'origine  est 


=  v/'^i  7. 


ds 
-— -  dx 

d.T 


Il  s'agit  de  trouver  les  valeurs  de  s  en  fonction  de  x  qui 
rendent  cette  intégrale  indépendante  de  h. 
Posons 

sz=i^[x)     et     XT=hu. 
Il  vient 

_       /«  H-  I        /*  '        cp'(Am)  hdu 

J,         h     -      (l-«"-f 

<^'{hu){hu)    '^     du 

I  —  w 

ou,  si  l'on  fait  ç' (x)  a:    ^    =tp(a:), 


/        M    ^     (l  —  W+'y 
'^   o 
On  doit  avoir 

dr 

OU 

n  -\-i 
2 


/ 


i — ■ j—  du  =  o; 


or  cette  condition,  qui  doit  être  remplie  pour  toute  va- 
leur de  h,  exige  que  ^' [hu)  soit  identiquement  nulle 5 
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autrement  on  pourrait  prendre  h  assez  petit  pour  que 
^'  {lia)  conserve  le  même  signe  dans  toute  l'étendue  de 
l'intégrale,  et  alors  l'intégrale,  ayant  tous  ses  éléments 
positifs,  ne  saurait  être  nulle.  Ce  raisonnement  suppose 
seulement  que  ^'  [x)  n'est  pas  de  l'espèce  de  ces  fonctions 
singulières  qui  changent  de  signe  une  infinité  de  fois,  tan- 
dis que  la  variable  x  parcourt  un  petit  intervalle  dans  le 
voisinage  de  o  (*). 
Ainsi  l'on  a 

•i^'[x)=zo,     4'(-^)  ^=  <-onst.  =  A-, 

, ,     ,  as  /  f/r^  

'(^)  =  ,7;  =  V'  +  £-=  =  '-"  '  ' 

dy 


-f^  =  rt  v/— I  + /-^  a;"-'- 
cix 

Telle   est  l'équation   différentielle   des    courbes   tauto- 
chrones. 

On  voit  que  n  —  i  doit  être  négatif,   sinon  —-  serait 

imaginaire  pour  de  petites  valeurs  de  x. 
Soit 

n —  I  =  ^ —  w, 

tn  sera  positif,  et  l'on  aura 


Le  second  membre  est  une  différentielle  binôme  que  l'on 
intégrera  par  les  méthodes  connues. 
Lorsque 

m  =  o,     ou     //  =  I, 

on  a  une  ligne  droite  parallèle  à  la  direction  des  forces. 


{*)  X  sin  -  est  une  de  ces  fonctions  singulières. 
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Lorsque 

m  z=z\,      ou     «  =  o, 

on  a  une  cjcloïde.  Il  en  résulte  que,  pour  les  corps  pe- 
sants, la  cjcloïde  est  la  seule  courbe  tautochrone  dans 
le  "vide. 
Quand 

/«  =1  2,       OU       /?  =  —  I, 

l'équation  peut  encore  s'intégrer  en  quantités  finies,  tuais 
elle  ne  répond  pas  au  problème,  car  la  valeur  «  =  —  i 
est  exclue  de  notre  première  intégration. 

Enfin,  si  l'on  admet  que  m  ait  une  valeur  fraction- 
naire-5  l'équation  de  la  courbe  s'obtiendra  sous  forme 

finie  toutes  les  fois  que  -  sera  un  nombre  entier,  ou  un 
P 

nombre  entier  augmenté  de  -•  Posant,  par  exemple, 

a       3  I 

-  =  -)     ou     n  :=  -•, 
p        "2.  à 

nous  obtenons  la  courbe 

2         2 

Toutes  ces  courbes  sont  tangentes  à  la  droite  fixe  prise 

pour  axe  des  y,  elles  coupent   à  angle  droit  la   ligne 

2 

0?=  ^"'  et  ne  s'étendent  pas  au  delà. 

13.  Considérons  une  série  de  courbes  semblables  et 
semblablement  placées,  qui  passent  toutes  par  un  même 
point  A,  et  proposons-nous  de  troui^ev  le  lieu  des  extré- 
mités des  arcs  qui  seraient  parcourus  dans  un  même 
temps,  par  un  point  pesant  posé  sans  vitesse  initiale  au 
sommet  commun  A,  et  assujetti  à  décrire  successivement 
les  dii^erses  courbes. 


384  MÉCANIQUE    RATIONNELLE. 

,  Le  lieu  géométrique  ainsi  défini  porte  le  nom  de  courbe 
synchrone  ipa.r  rapport  à  la  série  des  courbes  semblables. 
Soient  pris  le  sommet  A  pour  origine  des  coordonnées 
et  la  verticale  dirigée  dans  le  sens  de  la  pesanteur  pour 
axe  des  x.  Nommons  t  le  temps  que  le  mobile  emploie 
pour  atteindre  la  courbe  synchrone^  s  l'arc  qu'il  décrit 
dans  ce  mouvement  et  x  l'ordonnée  de  l'extrémité  de 
cet  arc. 


On 


ds 


ou 


1^.1 


dx. 


Dans  cette  formule,  on  remplacera  -f-  par  sa  valeur  en  x 

^  dx  ^ 

tirée  de  l'équation  commune  aux  courbes  semblables, 
laquelle  contient  un  paramètre  arbitraire  a\  on  inté- 
grera, puis  on  éliminera  le  paramètre  a  entre  le  résultat 
obtenu  et  l'équation  des  courbes  semblables  -,  l'équation 
résultante  représentera  la  courbe  synchrone. 

Le  plus  souvent  l'intégration  dont  on  vient  de  parler 
ne  pourra  s'effectuer  en  quantités  finies  \  alors  il  convient 
dé  modifier  la  méthode. 

L'équation  commune  aux  courbes  semblables  est  de 
la  forme 

admettons,  pour  plus  de  clarté,  qu'on  l'ait  résolue  par 

^  y 

rapport  a  — ?  et  soit 

a  \a 
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Si  l'on  pose 

X 

-  =  z, 
a 

—  sera  une  fonction  de  z  indépendante  de  «,    et  l'on 
aura 


=  \"     i        A     /1  +  -7-, 
ci.y- 

—dz. 


— ±;rf= 


O-SZ 


d'où 


ou 


Jo         V  2  gz 


X 


y(^) 


Dans  ces  formules  on  donnera  successivement  à  z  dif- 
férentes valeurs,  et  l'on  calculera  par  les  quadratures  les 
coordonnées  x,  y  des  points  correspondants  de  la  courbe 
synchrone. 

Le  problème  de  la  courbe  synchrone  est  dû  à  Jean  Ber- 
noulli  (*)  -,  Euler  l'a  discuté  dans  sa  Méchanique  (t.  II, 
P-47)- 

44.  Un  point  matériel,  assujetti  à  rester  sur  une 
courbe  plane,  est  sollicité  par  des  forces  situées  dans  le 


(*)  Acta  erud.,  Lips.,  1697,  p.  206. 
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même  plan  et  données  à  "volonté.  D été nniner  quelle  doit 
être  la  forme  de  la  courhe^  pour  que  le  temps  emplojé 
par  le  mobde  à  parcourir  la  distance  qui  sépare  deux 
points  donnés  soit  un  minimum  relativement  au  temps 
qui  lui  serait  nécessaire  sur  toute  autre  courbe. 

La  courbe  ainsi  définie  se  nomme  brachistochrone 
relativement  au  système  de  forces. 

Soient  x.,  y  lés  coordonnées  du  mobile,  s  l'arc  qu'il  a 
parcouru  à  l'époque  /,  et  a,  jS  les  valeurs  àe  x  correspon- 
dantes aux  deux  points  donnés. 

On  a 

dt  =  —:, 

par  suite,  si  l'on  pose 

dy 

la  durée  du  mouvement  entre  les  deux  points  donnés 
sera 

—  d,T . 

Il  faut  déterminer  la  relation  qui  doit  exister  entre  les 
coordonnées  x  et  y,  pour  que  cette  intégrale  soit  un 
minimum  *,  cette  relation  sera  l'équation  de  la  brachis- 
toclirone. 

Nous  résoudrons  ce  problème  par  le  calcul  des  varia- 
tions. 

Soit 

\l  I  H-  p' 

Concevons  que  dans  V  la  vitesse  w  soit  exprimée  en 
fonction  de  x  et  de  /,  et  nommons  M  et  N  les  dérivées 
partielles  de  V  par  rapport  a  j  el  p.  La  méthode  des  va- 
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riations  nous  donne  la  formule 

dans  laquelle  — -  i^eprésente  la  différentielle  totale  de  N 

par  rapport  à  x. 

Pour  exprimer  cette  formule  en  fonction  des  coordon- 
nées X,  y,  nous  avons  d'abord 


ï    / •  ''^f 


d'ailleurs,  si  nous  représentons  par  X  et  Y  les  compo- 
santes des  forces  suivant  les  axes,  nous  avons 

(2)  çdv  =  lLdx-+-Ydf; 

en  sorte  que  la  dérivée  partielle  —  est  égale  à  —  •  Il  en 
résulte 

(3)  M  =  -ls^7^^  =  -I^. 

c  v^  ax 

Nous  avons  encore 

f/  N  I    di>  dy         I    d    I  dy 

dx  <>■  dx  (is         V  dx  \  ds 

ou,  puisque  la  différentielle  totale  —  est  égale  à 


dx 


V    \  dx 


en  vertu  de  l'équation  (2), 

(4)     îE=_ifx+T*:')*  +  il('*:V 

dx  v^  \  dx  j    ds         V  dx  \  ds  ] 


25. 
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Substituant  dans  la  formule  (i)  les  valeurs  données  par 
les  équations  (3)  et  (4)5  il  vient 


£_  [cljr\  _^f^  _Y— . 
dx  \  ds  I  ds  ds  ' 


ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 


(5) 


dx'' 

dr 

X-f 
d.T 


\/-^£     \/'+S 


Cette  équation  différentielle  du  second  ordre  représente 
la  brachistochrone.  Les  deux  constantes  qu'introduira 
l'intégration  permettront  de  faire  passer  cette  courbe  aux 
deux  points  donnés  j  alors  le  problème  sera  complète- 
ment résolu. 

Quand  on  écrit  l'équation  (5)  de  manière  que  les  deux 
membres  soient  positifs,  le  premier  membre  est  égal  à 

la  force  centrifuge -5  p  désignant  le  rayon  de  courbure, 

et  le  second  membre  est  égal  à  la  somme  des  forces  appli- 
quées, estimées  suivant  la  direction  de  la  force  centrifuge. 
L'égalité  de  ces  deux  quantités  constitue  une  propriété  re- 
marquable des  bracbistocbrones  découverte  par  Euler  (*). 
Elle  nous  servira  dans  la  question  suivante. 

La  recherche  de  la  brachistochrone  pour  un  point  pe- 
sant fut  mise  au  concours  par  Jean  Bernoulli  (**),  au 

(*     Mechan.,  t.  H,  prop.  43- 

(  **)  Acta  erud.y  Lips.,  1696,  p.  269;  1697,  P-  207.  —  Mémoires  de  l'Acad. 
des  Sciences  de  Paris,  1718,  p.  i36.  —  Opéra,  t.  II,  p.  266. 
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mois  de  juin  de  Tannée  1696-,  six  mois  étaient  accordés 
pour  résoudre  le  problème.  Leibnilz  (*)  le  résolut  pres- 
que aussitôt,  et  communiqua  sa  découverte  à  Bernoulli. 
Comme  aucune  autre  solution  ne  parvint  au  temps  fixé, 
le  délai  fut  prolongé  jusqu'à  Pâques;  alors  parurent  les 
solutions  de  Jacques  Bernoulli  (**),  de  l'Hôpital  (^***'j  et 
une  solution 'anonyme  de  Newton  (****). 

45.  TrouK>er  la  brachistochrone  pour  une  force  dirigée 
"Vers  un  centre  fixe  et  proportionnelle  à  la  distance. 

Soient  : 

/'  la  distance  du  mobile  au  centre  d'attraction  \ 
(p  l'angle  que  le  rayon  vecteur  fait  avec  la  tangente  à 
la  courbe  5 

p  le  rayon  de  courbure  5 

P  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  la  tangente  ^ 

^  l'attraction  à  l'unité  de  distance  5 

a  la  valeur  initiale  de  r. 

L'attraction  estimée  suivant  la  normale  est 

fA/-sin^,     ou     pP; 
par  conséquent, 

D'ailleurs,  la  vitesse  initiale  étant  nulle,  on  a 


rdr  =  p  («' 


en  outre,  la  force  étant  attractive,  la  courbe  doit  tourner 


(*)  Commercium  epistolicum  Leih,  et  Bern.,  epist.  xxviil.  —  Acta  erudil., 
Lips.,  1697,  p.  2o3. 

(**)  Acta  erud.,  Lips.,  1697,  P-  212. 

(***)  Ib.,  p.  217. 

(****)  Philos.  Transact.,  1697,  n^  224,  P-  SSg. 
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sa  convexité  vers  le  centre  des  forces  ;  nous  avons  donc 
avec  le  signe  convenable  la  i^elation  géométrique 

dr 
^  dP 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  première  équation,  il  vient 

dp  __  rdr 

~P    ~~  ô^— /•=  ' 


d'où 


logP  =  —  log  («^  —  /•-)  +  const. 


P2  =  C=(fl2_r=). 

C  est  une  constante. 

Comme  on  l'a  vu  (p.  378),  cette  équation  représente 
une  épicjcloïde  que  l'on  peut  décrire  en  faisant  rouler  un 
cercle  mobile  dans  l'intérieur  d'un  cercle  fixe  décrit  du 
centre  des  forces  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  a. 

Si  la  force  centrale  était  répulsive,  on  arriverait  à  l'é- 
quation 

qui  représente  une  épicjcloïde  dont  le  cercle  générateur 
roule  extérieurement  sur  le  cercle  fixe. 

Au  reste,  si  l'on  veut  obtenir  l'équation  de  la  bracliis- 
tochrone  dans  le  système  des  coordonnées  polaires  r  et  0, 
il  suffit  de  remplacer  P  par  sa  valeur 

_  j^ 

d'intégrer  et  de  déterminer  les  deux  constantes  par  la 
condition  que  la  courbe  passe  aux  deux  points  donnés. 
EuLER,  Médian.,  t.  II,  p.   191. 

Le  problème  suivant  se  ramène  au  mouvement  d'un 
point  matériel  sur  une  courbe  fixe. 
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16.  Un  point  matériel  est  attaché  à  V extrémité  dhin 
fil  sans  masse,  situé  dans  un  plan  horizontal  et  parfaite- 
ment uni.  Déterminer  le  mouuement  du  point  lorsque 
Vautre  extrémité  du  fil  est  entraînée  sur  une  courbe 
donnée^  avec  une  vitesse  connue,  et  que  le  fil  reste  tou- 
jours tendu. 

Pour  résoudre  ce  problème,  nous  allons  d'abord  déter- 
miner le  mouvement  du  point  relativement  à  l'extrémité 
du  fil  5  ce  sera  le  mouvement  d'un  point  matériel  sur  un 
cercle  fixe.  Ensuite  il  nous  sera  facile  de  passer  au  mou- 
vement absolu  par  les  formules  de  la  transformation  des 
coordonnées. 

D'après  le  principe  du  mouvement  relatif,  nous  devons 
considérer  le  point  comme  sollicité  par  une  force  accélé- 
ratrice F,  égale  et  contraire  à  celle  qui  serait  capable  de 
produire  le  mouvement  réel  de  l'extrémité  considérée 
comme  fixe,  si  cette  extrémité  était  un  point  matériel 
libre. 

Premieu  cas.  —  L'extrémité  du  fil  décrit  une  ligne 
droite  d'un  mouvement  uniforme. 

Ici  F  =  o  -,  par  suite  le  point  matériel  tourne  d'un  mou- 
vement uniforme  autour  de  l'extrémité  du  fil. 

Soient  /  la  longueur  du  fil,  o)  sa  vitesse  angulaire  et  u 
la  vitesse  de  l'extrémité  qui  parcourt  une  ligne  droite. 

Si  u  =:  /w,  le  point  matériel  décrit  une  cjcloïde  dans 
son  mouvement  absolu;  le  rayon  du  cercle  générateur 
est  /,  ce  cercle  roule  uniformément  sur  la  directrice. 

Si  u  5  le  point  matériel  décrit  dans  son  raouve- 

ment  absolu  une  cjcloïde  allongée;  c'est-à-dire  que  sa 
trajectoire  est  celle  d'un  point  pris  sur  le  prolongement  du 
rayon  d'un  cercle  qui  roule  sur  une  droite.  Ici  la  distance 
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du  point  décrivant  au  centre  du  cercle  est  /,  le  rayon  est  /', 
et  le  cercle  roule  d'un  mouvement  uniforme. 

bi  II  •)  le  point  matériel  décrit  dans  son  mouve- 

ment  absolu  une  cycloïde  raccourcie ^  c'est-à-dire  que  sa 
trajectoire  est  celle  d'un  point  pris  sur  la  longueur  du 
rayon  d'un  cercle  qui  roule  sur  une  droite.  Les  autres 
circonstances  du  mouvement  sont  les  mêmes  que  dans 
l'hypothèse  précédente,  si  ce  n'est  que  r  est  plus  grand 
que  /. 

Deuxième  cas.  —  V extrémité  du  Jîl  décrit  une  ligne 
droite  d^un  mouvement  uniformément  accéléré. 

Ici  la  force  est  constante  en  grandeur  et  en  direction  ; 
par  conséquent  le  mouvement  relatif  du  point  matériel 
sera  de  même  nature  que  celui  du  pendule  simple. 

Troisiè:me  CAS.  — L'extrémité  du  fil  décrit  une  cir- 
conférence d'un  mouvement  uniforme. 

Soient  p  le  rayon  de  cette  circonférence,  a  la  vitesse 
angulaire  avec  laquelle  elle  est  décrite,  et  Q  l'angle  que  la 
direction  du  fil  fait  avec  le  rayon  p.  Nous  regarderons 
l'angle  B  comme  positif  lorsqu'il  sera  décrit  dans  le  sens 
de  la  vitesse  a. 

Ici  la  force  F  est  parallèle  au  rayon  de  la  circonférence 
décrite  par  l'extrémité  du  fil;  son  intensité  est  ol^ p\  sa 
projection  sur  la  tangente  à  l'arc  décrit  par  le  mobile  dans 
son  mouvement  relatif  est  —  a^p  sin9;  l'arc  décrit  à  l'é- 
poque t  est  /(ai  -\-  B  —  ^0)5  ^0  désignant  la  valeur  initiale 

d''  s 
de  B.  Si  l'on  porte  ces  valeurs  dans  la  formule  -7^  =  'S 

(p.  358),  il  vient 

/  - — •  =  —  a^  p  sm  9 . 

C'est  l'équation  qui  représente  le  mouvement  du  pen- 
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dule  simple  quand  on  suppose  que  la  gravité  est  égale 
à  a^p.  Le  mouvement  relatif  au  rayon  de  la  circonférence 
décrite  par  l'extrémité  du  fil  sera  donc  de  même  nature 
que  celui  du  pendule. 

L'équation  admet  la  solution  particulière 

6  =  const.  =  9„. 

Ainsi,  quand  la  vitesse  angulaire  initiale  du  point  maté- 
riel est  égale  à  celle  de  l'autre  extrémité  du  fil,  ce  point 
décrit  un  cercle  d'un  mouvement  uniforme  dans  son  mou- 
vement relatif  et  aussi  dans  son  mouvement  absolu.  Le 
rayon  de  ce  dernier  cercle  est 


Toutefois  ceci  suppose  que  la  résultante  des  deux  forces 
centrifuges  qui  naissent  du  mouvement  i^elatif  et  du  mou- 
vement absolu  tend  à  éloigner  le  point  matériel  de  l'autre 
extrémité  du  fil.  Celte  condition  serait  inutile  si  le  fil 
était  remplacé  par  une  tige  rigide  et  sans  poids. 

Le  premier  cas  que  nous  avons  examiné  fut  le  sujet 
d'une  controverse  entre  Fontaine  et  Ciairault.  Fontaine 
admettait  que  le  fil  devait  être  constamment  dirigé  sui- 
vant la  tangente  à  la  trajectoire;  Clairaut  rejetait  cette 
hypothèse.  En  réalité,  elle  suppose  que  la  force  d'inertie 
est  détruite  à  chaque  instant;  cela  aurait  lieu  si  le  mou- 
vement du  point  matériel  était  produit  par  une  suite  de 
chocs  dirigés  dans  le  sens  du  fil,  et  que  la  vitesse  acquise 
fût  détruite  à  chaque  instant  par  le  frottement  contre  le 
plan.  La  courbe  décrite  dans  l'hypothèse  de  Fontaine  se 
nomme  tractoire.  Sa  recherche  est  une  question  de  Géo- 
métrie. 

Clairault,  Mém.  de  V Acad.  des  Se.  de  Pa?-ls,  lySô,  p.  i. 

EuLER,  Nova  Acta  Acad.  Peti'op.^  ^784. 

17.   Deux  points  pesants  égaux,  assujettis  à  se  mou- 
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voir  sur  la  circonférence  d'un  cercle  vertical,  partent 
d^un  même  point  avec  des  vitesses  égales^  mais  à  des  in- 
stants différents.  Démontrer  que  la  ligne  qui  les  joint 
après  un  temps  quelconque  enveloppe  un  cercle. 

Soit  L  une  droite  liorizontale  située  au-dessus  du  point 
de  départ  à  la  hauteur  qui  produiraitla  vitesse  initiale.  Les 
carrés  des  vitesses  des  deux  mobiles  au  même  instant  sont 
proportionnels  aux  distances  de  ces  points  à  la  droite  L. 
Les  mêmes  vitesses  sont  proportionnelles  aux  dislances 
des  mobiles  au  point  de  contact  de  la  droite  qui  les  joint 
avec  son  enveloppe;  car  on  voit  aisément  que,  lorsque  deux 
cordes  d'un  même  cercle  font  entre  elles  un  angle  infini- 
mient  petit,  le  rapport  des  segments  déterminés  sur  l'une 
d'elles  par  leur  point  d'intersection  est  égal  au  rapport 
des  petits  arcs  compris  entre  les  deux  cordes.  Ainsi,  les 
distances  des  deux  mobiles  à  la  droite  L  sont  à  chaque 
instant  proportionnelles  aux  carrés  des  distances  entre  les 
mêmes  mobiles  et  le  point  où  la  droite  qui  les  joint  touche 
sou  enveloppe. 

De  là  il  résulte  que  la  courbe  enveloppe  est  un  cercle, 
lequel  a  la  droite  L  pour  axe  radical  ('*')  conjointement 
avec  le  cercle  donné. 

En  effet,  soient  m,  m'  deux  positions  simultanées  des 


(*)  L'axe  radical  de  deux  cercles  est  la  droite  qui  passe  par  leurs  deux 
points  d'interseclion  ;  cette  droite  est  réelle,  lors  même  que  les  intersec- 
tions sont  imaginaires.  Si  les  deux  cercles  sont  représentés  par  les  équa- 
tions 

l'axe  radical  sera  défini  par  l'équation 

2aar  :=  rt^ -+- a" — ■h''. 

Cette  droite  jouit  d'un  grand  nombre  de  propriétés,  parmi  lesquelles 
nous  citerons  la  suivante  :  les  tangentes  menées  d'un  même  point  de  l'axe 
aux  deux  cercles  sont  égales  et,  par  conséquent,  les  produits  des  segments 
déterminés  sur  deux  sécantes  sont  égaux. 
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mobiles  5  A  le  cercle  donné  5  A'  un  cercle  tangent  à  la 
droite  mm'  et  tel,  que  l'axe  radical  des  cercles  A,  A' 
soit  la  droite  Lj  (^la  distance  des  centres  des  deux  cer- 
cles ;  i  le  point  de  contact  entre  la  droite  mm,'  et  le  cer- 
cle A';  777 A,  m,'  h'  des  perpendiculaires  abaissées  de  77^,  m! 
sur  la  droite  L5  7Z  le  second  point  où  la  droite  777/z  coupe 
le  cercle  A  5  ^,  q  les  points  où  la  même  droite  coupe  le 
cercle  A'. 

On  a,  d'après  les  propriétés  de  l'axe  radical, 


mi   =  mp.mq  =  [hp  —  hrn  )  (  htj  —  hm  ) 

1=  hm  ( hm  —  hp  —  hq  -{-  hn)  ^  iS . hm 5 

et  de  même 


2  5.// 


d'où 


m' h' 


Or  nous  avons  déjà  prouvé  que,  si  l'on  désigne  par  i'  le 
point  de  contact  de  la  droite  mm!  avec  son  enveloppe,  on 
a  la  relation 


m  h 


m'i'' 


donc  les  points  i,  i'  se  confondent,  c'est-à-dire  c[ue  la 
droite  mm,'  est  encore  tangente  au  cercle  A' dans  une  se- 
conde position  infiniment  voisine  de  la  première.  Il  s'en- 
suit qu'elle  est  tangente  au  même  cercle  dans  toutes  ses 
positions  successives. 

Si  le  mouvement  est  oscillatoire,  le  cercle  enveloppe 
coupe  le  cercle  donné.  Si  le  mouvement  embrasse  une  ré- 
volution entière,  le  cercle  enveloppe  est  intérieur  ou  ex- 
térieur au  cercle  donné,  suivant  que  le  mouvement  des 
deux  points  est  de  même  sens  ou  de  sens  contraire  ;  dans 
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ce  dernier  cas,  nous  supposons  que  les  deux  mobiles  ne 
se  heurtent  point. 

Partageons  le  temps  d'une  révolution  complète  en  in- 
tervalles égaux,  et  lançons  un  point  à  chacun  de  ces  in- 
tervalles. Les  cordes  qui  joignent  au  même  instant  chacun 
de  nos  mobiles  avec  les  mobiles  adjacents  enveloppent 
toutes  un  même  cercle.  De  là  résulte  ce  théorème  de  Géo- 
métrie :  Si  Von  peut  construire  un  polygone  de  n  côtés 
inscrit  dans  un  cercle  donné  et  circonscrit  à  un  second 
cercle  donné,  la  construction  peut  s^ effectuer  quel  que 
soit  le  point  du  cercle  extérieur  que  l'on  prenne  pour 
premier  sommet. 

La  propriété  du  mouvement  circulaire  qui  nous  occupe 
ici  est  1  interprétation  mécanique  d'une  propriété  des 
fonctions  elliptiques  signalée  par  M.  Jacobi,  dans  le  Jour- 
nal de  M.  Liouville,  t.  XI,  1846,  p.  10 1.  Cette  même 
propriété  est  démontrée  géométriquement  dans  la  Géo- 
métne  supérieure  de  M.  Chasles,  p.  585. 

The  Cambridge  and  Dublin  Mathematical  Journal^ 
1854,  febr.,  p.  17. 

18.  Deux  points  matériels  égaux,  qui  s^ attirent  en 
raison  inverse  du  carré  de  la  distance,  sont  obligés  de 
se  mouvoir  sur  deux  droites  rectangulaires.  Trouver  le 
temps  nécessaire  à  chacun  des  mobiles  pour  arriver  à 
Vintersection  des  deux  droites,  en  supposant  quils  par- 
tent du  repos. 

Le  temps  cherché  est  le  même  pour  les  deux  mobiles  5 
si  l'on  nomme  a  la  distance  mutuelle  des  mobiles  à  l'instant 
où  le  mouvement  commence,  et  p.  l'attraction  à  l'unité  de 
distance,  sa  valeur  est 


./w\2 


Vf* 
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Au  reste,  quelle  que  soit  la  loi  d'attraction,  pourvu 
qu'elle  ne  dépende  que  de  la  dislance,  les  deux  mobiles  ar- 
riveront en  même  temps  à  l'intersection  des  deux  droites. 

19.  Deux  points  pesants  égaux  et  de  même  élasticité  e 
sont  placés  sur  un  cercle  vertical  de  part  et  d^ autre  du 
diamètre  vertical^  à  60  degrés  de  distance  de  son  ex- 
trémité inféneure;  au  même  instant  on  les  abandonne 
à  leur  poids  pour  les  laisser  se  mouvoir  sur  la  courbe  jus- 
qu'à ce  qu'ils  aient  épuisé  toute  leur  vitesse  par  reflet 
de  leurs  chocs  successifs.  Détenninerla  somme  des  cordes 
de  tous  les  différents  arcs  que  chacun  des  mobiles  va  par- 
courir. 

Cette  somme  est 


a  désignant  le  rayon  du  cercle. 

20.  Une  petite  bille  parfaitement  élastique,  abajidon- 
née  sans  vitesse  initiale  sur  un  plan  incliné,  parcourt 
une  longueur  donnée,  puis  rebondit  sur  un  plan  hori- 
zontal qui  fait  suite  au  premier  plan.  Trouver  quelle 
doit  être  V inclinaison  du  plan  pour  que  la  portée  du 
bond  soit  un  maximum. 

L'inclinaison  du  plan  sur  l'horizon  doit  être 


^^v^* 


21.  Un  point  pesant  glisse  sur  une  droite  inclinée .  On 
demande  quelle  doit  être  V  inclinaison  de  la  droite  pour 
que  le  chemin  horizontal  parcouru  dans  untemps  dojiné 
soit  un  maximum. 

L'inclinaison  doit  être  de  45  degrés. 
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22.  Sur  un  plan  horizontal  et  parfaitement  uni,  un 
fil  très-délié  est  attaché  par  l'un  de  ses  bouts  au  contour 
d^un  cercle  fixe  situé  dans  le  même  plan,  et  porte  à 
Vautre  bout  un  point  matériel.  Le  fil  étant  tendu  sui- 
vant une  tangente  au  cercle,  on  imprime  au  point  ma- 
tériel une  vitesse  donnée  perpendiculaire  à  la  direction 
du  fil,  de  sorte  que  celui-ci  s'enroule  sur  la  circonfé- 
rence du  cercle.  Déterminer  la  vitesse  du  point  à  un  in- 
stant quelconque  et  le  temps  qiCil  emploiera  pour  at- 
teindre la  circonférence. 

Soient  /3  la  vitesse  imprimée,  b  la  longueur  du  fil, 
a  le  rayon  du  cercle,  t^  et  T  la  vitesse  et  le  temps  cher- 
chés. 

On  trouve 

23.  Un  fil  très-délié  est  attaché  par  V  une  de  ses  extré- 
mités au  contour  d'un  cercle  fixe  situé  dans  un  plan 
vertical,  et  porte  un  point  pesant  à  son  autre  extrémité. 
Le  fil  étant  tendu  suivant  une  tangente  au  cercle,  on 
imprime  au  point  une  vitesse  donnée  perpendiculaire  à 
la  direction  du  fd^  en  sorte  que  celui-ci  s^nr ouïe  sur  la 
circonférence  du  cercle.  Déterminer  la  vitesse  du  point 
en  un  lieu  donné,  et  la  condition  nécessaire  pour  que  le 
fil  entier  s'enroule  sur  la  circonférence. 

Admettons,  pour  nous  fixer,  que  le  fil  soit  primitive- 
ment dirigé  suivant  la  tangente  au  sommet  du  cercle. 
Nommons  B  l'angle  déciùt  par  le  fil,  et  conservons  pour 
le  reste  la  notation  du  problème  précédent. 

On  obtient  l'équation 

p^=  [i^  H-  2  0'[(é  —  «9)sinG  +  a  (i  —  cosô)]. 


DYNAMIQUE.  899 

Elle  représentera  le  mouvement,  tant  que 

'''-'-&  [b  ~  n9)s\n9 
restera  positif. 

Enroulons  le  fil  en  le  maintenant  tendu,  jusqu'à  ce  que 
l'angle  décrit  0  étant  arrivé  au  troisième  quadrant,  lacjuan- 
ûtéa  langô  soit  égale  à  trois  fois  la  longueur  du  fil  qui  n'est 
pointenroulé.  Alors  arrêtons-nous,  mesurons  la  hauteur  h 
du  point  matériel  au-dessus  de  la  tangente  au  sommet  du 
cercle,  ainsi  que  la  hauteur  H  du  même  point  au-dessus 
de  l'horizontale  qui  passe  par  l'extrémité  inférieure  du 
fil  tendu  en  ligne  droite.  Pour  que  le  fil  entier  s'enroule 
sur  la  circonférence,  il  faut  que  la  vitesse  initiale  soit 
égale  ou  supérieure  à  s/g[ïi-i-  2./1).  Cela  revient  à  dire 
qu'il  suffit  que  la  vitesse  initiale  soit  capable  de  faire  fran- 
chir la  position  dans  laquelle  nous  avons  amené  le  point. 

24.  Uji  point  matériel,  attiré  ^wrs  un  centre  fixe  pro- 
portionnellement à  sa  distance,  est  lancé  d'un  point 
donné,  avec  une  vitesse  connue,  le  long  d'une  courbe 
sur  laquelle  il  doit  se  mouvoir,  et  qui  est  de  telle  nature, 
que  la  vitesse  angulaire  du  rayon  vecteur  reste  con- 
stante. Trouver  V équation  de  la  courbe. 

Prenons  le  centre  d'attraction  pour  origine  des  coor- 
données polaires  r  et  0,  et  nommons  a  la  valeur  initiale 
de  r  correspondante  à  0  =  o,  j3  la  vitesse  initiale,  fz"  l'at- 
traction à  l'unité  de  distance  et  w  la  vitesse  angulaire. 

II  vient 


p.-  -f  w-  '\ 


arc  cos 


V-' 

-hw^ 

pt-'â 

'-h  p' 

f.^ 

+  0.^ 

EuLER,  Mechan.,  t.  II,  p.  ï38. 
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25.  Trouver  les  courbes  tautochrones  pour  un  point 
matériel  qui  est  attiré  vers  un  centre  fixe  en  raisoji  in- 
verse du  carré  de  la  distance. 

Si  l'on  conserve  les  notations  du  problème  11,  il  vient 


2  p  C  T-' 

EuLER,  Médian.^  t.  II,  p.  2oq. 

26.  On  donne  une  série  de  cercles  tangents  en  un 
jnême  point  A  et  dont  les  centimes  sont  situés  dans  la 
même  direction  AO  :  on  place  un  point  matériel  au 
point  A,  et  on  V abandonne  sans  vitesse  initiale  à  l'at- 
traction du  centre  fixe  O.  Quelle  doit  être  la  loi  de  rat- 
traction,  fonction  de  la  distance,  pour  quun  cercle 
étant  choisi  à  volonté,  le  mobile  emploie  le  même  temps 
à  parcourir  chacune  des  cordes  sur  lesquelles  on  l'assu- 
jettirait successivement  à  se  mouvoir? 

Ou  trouve  que  l'attraction  doit  être  proportionnelle  à 
la  distance  5  toutefois  le  centre  du  cercle  ne  doit  pas  être 
situé  au  delà  du  centre  d'attraction,  sinon  le  mobile  ne 
pourrait  pas  parcourir  toute  la  corde. 

On  peut  supposer  le  centre  d'attraction  situé  à  l'infini  5 
alors  la  force  est  constante  en  grandeur  et  en  direction, 
et  l'on  retrouve  ce  théorème  de  Galilée  :  Pour  un  point 
pesant  assujetti  à  se  mouvoir  successivement  sur  plu- 
sieurs droites  issues  d 'un  même  point  et  situées  dans  un 
plan  vertical,  la  courbe  synchrone  est  un  cercle  dont  le 
sojnmet  est  à  l'origine  des  droites. 

RisPAL,  Journal  de  M.  Liouville,  1847»  ^'  ^H?  P-  225. 

27.  On  a  une  série  de  cjcloïdes  issues  d^un  même 
point  et  qui  ont  une  même  base  horizontale  ^  un  point 
pesant  est  placé  sans  vitesse  initiale  à  V origine  com- 
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mune  et  assujetti  successivement  à  décrire  les  différentes 
courbes.  Déterminer  la  courbe  synchrone ,  et  prouver 
qu'elle  coupe  à  angle  droit  toutes  les  cycloïdes . 

Prenons  Forigine  des  courbes  pour  origine  des  coor- 
données, et  la  verticale  dirigée  dans  le  sens  de  la  pesan- 
teur pour  axe  des  x\  nommons  x  le  temps  de  la  descente 
et  a  le  rayon  du  cercle  générateur  de  l'une  quelconque 
des  cycloïdes.  L'équation  de  la  courbe  synclirone  résultera 
de  l'élimination  de  a  entre  les  deux  équations 


a  a  —  X  a 


arc  ces •>     y  =-  a  arc  ces \j-a  ox  —  x\ 

a  a 

On  peut  la  construire  par  points  d'une  manière  assez 
simple. 

Jean  Bernoulli,  Jeta  crud.,  I.ips.,  1^97,  p.  206. 

28.  Trouver  la  brachislochrone  pour  un  point  nia- 
tèriel  attiré  vers  un  centre  fixe  en  raison  inverse  du. 
'Car'ré  de  la  distance. 

Conservant  la  notation  du  problème  15,  on  trouve 

a  —  r 

EuLER,  Mechan..^  t.  II,  p.   191. 

29.  Un  poids  pesant  est  abandonné  sans  vitesse  ini- 
tiale sur  r  extrémité  d'une  cjcloïde  dont  la  base  est  ho- 
rizontale. Montrer  que,  si  Von  considère  le  point  mobile 
comme  lié  au  cercle  générateur  de  la  cjclo'ide,  ce  cercle 
roulera  sur  la  base  avec  une  vitesse  an gulaire  constante 


et  e 


"gale  à  \/~->  «  désignant  le  rayon. 


30.    Un  pentagone  ABCDE  est  situé  daj%  un  plan 
vertical,   le  côté  inférieur  CD  est  horizontal.  Montrer 

I.     2*    ÉDIT.  26 
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que  les  temps  quwi  point  pesant  emploierait  à  descendre 
le  long  des  droites  BC,  AC,  YjQ  forment  une  progression 
géométrique. 

31.  Supposons  une  hyperbole  équilatère  dont  Vaxe 
transverse  est  'vertical,  et  une  circonférence  décrite  sur 
cet  axe  comme  diamètre. 

La  somme  des  carrés  des  temps  quun  point  pesant 
met  à  descendre  le  long  des  deux  droites  qui  joignent  un 
point  quelconque  P  de  la  circojiférence  à  deux  points 
de  Vhjperbole  situés  sur  une  même  horizontale^  est  in- 
dépendante de  la  position  du  point  P   sur  la  circon- 

Q 

férence  j  elle  est  égale  au  produit  de  -  parla  distance 
de  l'horizontale  au  centre  de  la  courbe. 


SECTION  H. 

PRESSION    EXERCÉE   SUR    UNE    COURRE    PLANE    PAR    UN    POINT 
MATÉRIEL    EN    MOUVEMENT. 

Un  point  matériel  est  assujetti  à  rester  sur  une  courbe 
fixe  et  plane.  Soient  : 

R  la  réaction  de  la  courbe  sur  le  point  ; 

X,  Y  les  composantes  des  forces  molrices  suivant  les 
axes  5 

N  la  composante  normale  des  forces  motrices  estimée 
en  sens  contraire  de  la  réaction; 

p  le  rayon  de  courbure. 

La  masse  étant  égale  à  l'unité,  on  a 

,  dx        ,.  dj    ,     i    ds-  _,    v'' 

ds  ds  p    dt'  p 

On  prend  le  signe  supérieur  quand  le  point  se  meut  sur 
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le  côté  concave  de  la  courbe,  el  le  signe  inférieur  quand 
il  se  meut  sur  le  côté  convexe. 

Cette  formule  fut  donnée  en  premier  lieu  par  l'Hôpi- 
tal (*),  à  l'occasion  du  problème  de  la  courbe  d'égale 
pression. 

1.  Un  point  matériel,  assujetti  à  rester  sur  le  côté 
concave  dune  hyperbole,  se  meut  sous  V  action  des  deux 
foyers  qui  V attirent  en  raison  inverse  du  carré  de  la  dis- 
tance. Déterminer  la  réaction  exercée  par  la  courbe. 

Soient  : 

^,  p.'  les  attractions  des  foyers  à  l'unité  de  distance  5 

/',  r'  les  deux  rayons  vecteurs  -, 

To,  r[  leurs  valeurs  initiales  5 

a,  h  les  deux  demi-axes  5 

çi  l'angle  que  le  rayon  r  fait  avec  la  tangente  à  la  courbe  5 

pQ  la  vitesse  initiale. 

Nous  supposons  que  le  mobile  parcourt  la  branche  voi- 
sine du  foyer  auquel  se  rapportent  les  lettres  dépourvues 
d'accent,  et  s'approche  du  sommet. 

Nous  avons 


'f(j^'"' 


^.)==2ii  +  ^_^_^' 


en  outre  la  Géométrie  nous  donne 

(*)  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  ;  1700,  p.  9. 

(  *"  )  Cette  relation  consiste  en  ce  que  la  corde  du  cercle  de  courbure  qui 

2  rr  ' 
coïncide  avec  le  rayon  ;■  est  égale  à  •  On  peut  la  démontrer  aisément, 

soit  par  l'analyse,  soit  de  la  manière  suivante. 

Nommons  6,  d'  les  angles  que  deux  rayons  vecteurs,  ;•,  r',  menés  an 

26. 
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par  conséquent, 


p.'  ?•  H-  3£/        «.  r' 

—  la 

1^ 

21/. 

a         r'             a 

r 

ou,  d'après  la  relation  r'  —  /•  =  ia  =  r\  —  Tq ■> 


R    —  tJl  _  t^ 


Si  la  vitesse  initiale  est  nulle,  et  qu'à  Torigine  du  mou- 
vement les  deux  attractions  soient  égales, 


alors  la  réaction  est  nulle,  c'est-à-dire  que  le  mobile,  s'il 
était  libre,  décrirait  encore  l'hyperbole. 


même  point  m,  font  avec  la  direction  du  centre,  et  i  l'angle  de  la  normale 
au  point  m  avec  une  normale  infiniment  voisine. 
Nous  avons 

ds 

p=— »      i,\nn^ds-=rdd^=r'  do'. 

De  plus,  quand  les  deux  côtés  d'un  angle  tournent  en  sens  contraires  de 
quantités  représentées  par  dd  et  dd',  la  bissectrice  de  cet  angle  tourne  de 

de  —  de' 

la  quantité »  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  translation  du  sommet; 

donc 

dO  —  dû' 


On  tire  de  ces  équations 

sin  93  ds 


(^-P) 


p  sjn  »  =:  ' =  — ; =  —  • 

'  '  I  I  »■    —  /■  a 

r         ;•' 
La  même  formule  subsiste  pour  l'ellipse;  pour  la  parabole  elle  devient 
psin9  =  2r. 


DYNAMIQUE.  4^5 

On  voit  que  dans  tous  les  cas  la  réaction  est  inverse- 
ment proportionnelle  au  rayon  de  courbure.  Cette  cir- 
constance se  présentera  toutes  les  fois  que,  sans  rien 
changer  aux  forces  motrices,  on  pourra  disposer  des  cir- 
constances initiales,  de  manière  que  le  mobile  décrive 
librement  la  courbe  donnée. 

En  effet,  dans  la  valeur 

dx  dr    ,    V- 

R--=Y— -X-f  zb-, 

ds  ds         p 

les  données  initiales  n'influent  que  sur  un  terme  constant 

qui  fait  partie  de  v~  5  d'où  il  résulte  que,  si  l'on  a  R  =  o 

pour  de  certaines  données  initiales,  pour  d'autres  données 

on  aura 

const. 


R 


P 


2.  Déterminer  dans  un  plan  'vertical  une  courbe 
telle,  quun  point  pesant  assujetti  à  descendre  le  long 
de  celte  courbe  exerce  à  chaque  instant  une  même 
pression. 

On  donne  la  pression  R,  la  vitesse  initiale  v^  et  l'angle  a 
que  fait  la  verticale  avec  la  tangente  à  la  courbe  au  point 
de  départ. 

Soient  pris  l'origine  au  point  de  départ  et  l'axe  des  x 
dirigé  dans  le  sens  de  la  pesanteur. 

On  a 

^        f^y     ^' 

ds         [■ 
v^  =  igx  H-cJ; 

et,  si  l'on  prend  l'arc  s  pour  variable  indépendante. 

1         d'^  y     dx 

û  ds'      ds 
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Eliminant  p-  et  p,  il  nous  vient  l'équation 

R  dx         , ^ d^y  g  dy  dx 


S/2^X  +  V\    ^S  "    ds'  y/2g-,i.  +  „2   ds    ds 

qui  a  pour  intégrale 

^  I j      / ^^r 

—  V2^x  +  c„  =  \/2g-jc  H-  c„  - — h  const. 

La  constante  se  détermine   par  la  condition  qu'à  l'ori- 
gine  —  soit  égal  a  sina;  ainsi 

dy       R        Co  R  —  g  sin  a 


ds 


t> 


V^ê^ 


Introduisant  la  coordonnée  x  au  lieu  de  Tare  5,  et  posant 

—  =  A,      —  (R  —  g' sina)  :=  B,     et     2 g'.r  +  c ^  =  3% 
S"  .  ê* 

on  arrive  à  l'équation 

{kz  —  ^)zdz 


Sdy  = 


\/(i  — A^)z2+  2ABz  — B^' 


qui  peut  s'intégrer  en  quantités  finies,  mais  dont  l'inté- 
grale est  trop  compliquée  pour  avoir  quelque  intérêt. 

Le  problème  de  la  courbe  (inégale  pression  pour  un 
mobile  sollicité  par  la  seule  force  de  la   pesanteur  fut 
proposé  par  Jean  Bernoulli  (*),  et  résolu,  par  l'Hôpital  i^*). 
Commerc.  epistolic.  Leibnitzii  et  Bernoulli,  epist.  vu. 

3.  Sur  une  courbe  située  dans  un  plan  vertical  on 
lance  un  point  pesant  assujetti  à  la  parcourir,  et  Von 
demande  de  déterminer  la  courbe  de  manière  que  la 


(*)  Acta  erud.,  suppl.,  t.  II,  sect.  vi,  p.  291. 

{*■*)  Mém.  de  l'Acad.  des  Sciences  de  Paris,  1700,  p.  9. 
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pression  soit  proportionnelle  à  la  n''""-'  puissance  de  la 
distance  à  Vliorizontale  d^ oîi  le  mobile  aurait  dû  deS" 
cendre  pour  acquérir  au  point  de  départ  la  r<itesse  qiCon 
lui  a  donnée. 

Prenons  pour  axe  des  j  l'horizontale  dont  il  s'agit, 
pour  axe  des  x  la  verticale  dirigée  dans  le  sens  de  la  pe- 
santeur, et  nommons  Kx"  la  pression  à  la  distance  x. 

Nous  avons 

dy       igx 


Ys.x"z=  g 


ds  p 

d.T^\  ^     d"^  X 


d'où 


P  ~"        i  ^  "^  dy')     ■  dy^ 


[          dx'\     '  /  dx^\     ■  d^a 

"  V          ^JV  V  ^JV        dy^ 

2n  —  I  _± 

dx            I  dx"^  \     '  -Ir  dx 


Kx     -     -  =  „.!,  +  -        .     ^^ 


L'intégrale  est,  sans  constante, 


in- 


dx''\     '     ~  dx  d'^x 
(fy'l       '       dy  dy-' 


dx'' 
'dy'' 


OU,  si  l'on  pose  ^  -■=.  a. 

Ainsi  on  arrive  à  une  différentielle  binôme  qui,  comme 
l'on  sait,  peut  s'intégrer  sous  forme  finie  toutes  les  fois 

que  —  est  un  entier,  ou  un  entier  augmente  de  -• 


4o8  MÉCANIQUE    RATIONNELLE. 

Si  l'oD  avait  ajouté  une  constante  dans  l'intégration, 
l'équation  finie  de  la  courbe  n'aurait  pu  s'obtenir  que 
dans  un  très-petit  nombre  de  cas,  outre  ceux  que  nous 
avons  indiqués. 

Examinons  quelques  cas  particuliers. 

71  =  I .  —  On  trouve  un  cercle  qui  a  son  centre  sur 
l'axe  des  y  et  dont  le  rayon  est  égal  à  3«. 

n=-  —  I .  —  On  trouve  une  chaînette 

la  ' 

«  =  -• —  On  trouve  une  cjcloïde  dont  la  base  esE 

l'axe  des  y  et  qui  a  le  rayon  de  son  cercle  générateur 
égal  à  2rt^. 

n=i.  — La  formule  (A)  devient  l'équation  de  la 
courbe  élastique  de  Jacques  Bernoulli  ('*'),  ainsi  nommée 
parce  qu'elle  représente  la  figure  d'un  ressort  en  équi- 
libre sous  l'action  de  certaines  forces. 

Dans  ce  cas  l'intégrale  dépend  des  fonctions  elliptiques. 

Vabignon,  Mém.  de  l'Acad.  des  Se.  de  Paris,  17 lo,  p.  i5g. 

4,  JJn  point  matériel  assujetti  à  rester  sur  une  courbe 
donnée  se  meut  sous  V action  d^ une  force  de  direction 
constante.  Trouver  quelle  doit  être  la  loi  de  cette  force, 
pour  que  la  pression  exercée  sur  la  courbe  soit  la  même 
en  chaque  point. 

Prenons  l'origine  sur  la  courbe  au  point  où  le  mouve- 
ment commence,  et  l'axe  des  x  parallèle  à  la  force  dont 
on  cherche  l'expression.  Soient  X  cette  force,  t^o  la  vitesse 
à  l'origine  et  R  la  pression  constante. 

(  *)  Àcta  crud.,  Lips.,  169/1,  p.  272;  1695,  p.  538. 
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Nous  avons 

dr        v"- 

K  =  X  -f  -+-  - , 
as         p 

'  i        d'^r     dx 

'       p         ds''    '  ds 


Éliminant  p  et  v,  il  vient 

dr         ,  d^r        ^,  dx  dr  d 

K  —  r=t>^  —-  -  H-  X -\-2- 

ds  "  c?*-  ^^  ds  d. 


'^jy^' 


dy 
et  si  nous  intégrons  après  avoir  multiplié  par  —  ds, 

^  ■  rd.Tdr   ,        I     ..  dr'       dj'    f  ^  ^ 
J    ds  ds  2    "  ds^        ds''  J^ 

Soit  p  la  dérivée  —  tirée  de  l'équation  de  la  courbe. 
L'équation  précédente  peut  s'écrire 

(A)    f   Xr/^=  — -c=  +  K(-^-f-i)  (     /---^-^-.  +  const.  ]; 

sous  cette  forme,  sa  différentielle  relative  à  x  nous  donne 
l'expression  de  la  force  cherchée, 


—  +  const. 


K    , -xY.dp        r    pdx 

P  P'  '^^\J   ^i-^p' 

La  constante  se  détermine  en  posant  x  =  o  dans  l'é- 
quation (A)  5  elle  est  donnée  par  l'équation 


(C)  2K  (  -^  H-  ,  )  ("    f-^^^^  +  const, 


I  \^   f    ^     pdx 


lorsqu'on  y  fait  a:  =  o. 

Supposons  que  la  courbe  donnée  soit  la  parabole 


x^  =  ajr; 
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1.x 


il  suffit  de  poser  p  =^  -^  dans  les  équations  (B)  et  (C), 
et  l'on  obtient 


Si  la  courbe  donnée  était  la  cycloïde 


y  =^  a  arc  ces  — ■  —  sjiax  —  x'^ , 

on  trouverait  de  la  même  manière 

Dans  ces  deux  cas  particuliers  la  force  est  indépendante 
de  la  vitesse  initiale. 

EuLER,  Mechan.,  t.  II,  p.  loi  et  suiv. 

5.  En  un  lieu  donné  sur  le  côté  cons^exe  d\ine  ellipse 
dont  le  grand  axe  est  vertical,  on  pose  un  point  pesant^ 
puis  on  l'abandonne  à  son  poids.  Déterminer  le  point 
où  le  mobile  abandonnera  la  courbe. 

Prenons  l'origine  à  l'extrémité  supérieure  du  grand  axe 
et  l'axe  des  x  dirigé  dans  le  sens  de  la  pesanteur.  Soient 
2  a  le  grand  axe,  aè  le  petit  axe  et  x^  l'ordonnée  initiale. 

L'ordonnée  correspondante  au  point  cherché  est  déter- 
minée par  l'équation 

ï ^       — —  3—    — 3--  +  — +  2  — =o. 

a-  j   \a'  a^  j  a-  a       a-  a 

Si  l'ellipse  se  réduit  à  un  cercle  de  rayon  «,  l'équation 
devient 


3 
FoNTANA,  Memorie  délia  Societli  Italiana ^  1782,  p.  lyS. 
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6.  On  suppose  un  cercle  ^vertical  et  un  point  pesant 
situé  dans  son  intérieur;  du  sommet  on  lance  le  point  le 
long  de  la  courbe  avec  une  vitesse  donnée,  et  l  on  de- 
mande la  pression  quil  exerce  sur  la  courbe. 

Soient  <2  le  rayon,  Vq  la  vitesse  initiale  et  Q  l'angle  au 
centre  décrit  par  le  mobile. 
On  trouve 

Yi  =z -± -^  g  [i  —  3cos9  . 
a 

Si  la  vitesse  initiale  est  telle,  qu'au  premier  instant  la 
pression  soit  nulle,  alors  v^  =  ag, 

R—  3g-(i  —  cosô), 
et  lorsque  0  =  tt, 

c'est-à-dire  que  le  mobile  arrivant  au  bas  du  cercle  exerce 
une  pression  six  fois  égale  à  son  poids. 

EuLER,  Médian. f  t.  II,  p.  65,  coroll.  vu. 

7.  Un  point  matériel,  assujetti  à  rester  sur  une  ellipse 
convexe,  se  ment  sous  V action  de  trois  forces  :  la  pre- 
mière est  dirigée  vers  le  centre  et  proportiojinelle  à  la 
distance  ;  les  deux  autres  sont  dirigées  vers  les  fojers  et 
inversement  proportionnelles  au  carré  de  la  distance. 
Déterminer  la  réaction  de  la  courbe  sur  le  point. 

Soient  p.,  p',  II"  les  attractions  des  foyers  et  du  centre 
à  l'unité  de  distance,  «  le  demi-grand  axe,  Vq  la  vitesse 
initiale  et  /'o,  r\  les  distances  initiales  aux  foyers. 

On  trouve 

cir„         ar  ^        ' 

Or,  si  l'on  nomme  Vq,  v\,  v"^  les  vitesses  initiales  qu'il 
faudrait  imprimer  au  mobile  supposé  libre  pour  qu'il  dé- 
crivît l'ellipse  sous  l'influence  de  chacune  des  trois  forces 
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prise  isolément,  on  a 


y-'"o 

•? 

ar, 

ar,, 

par  conséquent  le  mobile  décrira  librement  la  courbe 
sous  l'influence  des  trois  forces  réunies,  quand  on  aura 

Cela  résulte  de  la  remarque  faite  au  problème  1  [voir 
p.  342  ,  prob.  19). 

INotre  formule  première  et  la  remarque  citée  nous 
donnent  immédiatement  un  théorème  général  qui  trouve 
ici  son  application. 

Si  plusieurs  masses  ni,  m',  m" ,  etc.,  respectii^e?nent 
soumises  à  V action  des  forces  F,  F',  ¥",  etc.,  et  partant 
d^un  même  point  A  avec  des  vitesses  v^,  i^'^ ,  i^"^ ,  etc., 
de  grandeur  différente  mais  de  même  direction,  décrivent 
la  même  courbe  ACB  5  la  masse  quelconque  M,  soumise 
à  V  action  de  la  résultante  des  forces  F,  F',  F^',  e^c,  et 
partant  du  point  A  avec  une  vitesse  Vo  ayant  la  même 
direction  que  les  vitesses  t^o  5  ^'o  5  ^'1»  etc.,  décrira  en- 
core la  courbe  ACB,  pourvu  que  les  forces  F,  F',  F'',  etc., 
soient  indépendantes  du  temps,  et  que  la  force  vive  ini- 
tiale MVj  de  la  masse  M  soit  égale  à  la  somme 

im>i  H-  in'v'^-  -f-  m" v"^"-  +  .  .  . 

des  forces  vives  initiales  des  masses  m,  m\  m",  etc.  (*). 

En  effet,  considérant  chacune  des  masses  m,  m',  m",..., 
M  comme  assujettie  à  se  mouvoir  sur  la  courbe  ACB, 
nous  aurons,  pour  chacune  des  premières  masses,  une 
équation  de  la  forme 

o=Y— —  X^dz^. 
ris  ds  p 

(*)  OssiAN  BOKNET,  Joumal  de  M.  Liowille,  t.  IX,  p.  ii3. 
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Ajoutant  toutes  ces  équations,  la  somme  des  seconds 
membres  représentera  la  réaction  de  la  courbe  sur  la 
masse  M;  or  cette  somme  est  nulle,  par  suite  la  masse  M 
décrit  librement  la  courbe. 

8.  On  a  une  ellipse  dont  le  grand  axe  est  vertical  et 
un  point  pesant  situé  dans  Vintérieur  à  l'extrémité  du 
petit  axe;  on  se  propose  de  lancer  le  point  'verticalement 
de  bas  en  haut,  de  manière  qu  après  avoir  quitté  la 
courbe  il  passe  au  centre.  Déterminer  la  vitesse  de  pro- 
jection. 

Si  l'on  nomme  aa  le  grand  axe,  -xb  \e  petit  axe  et 
p'o  la  vitesse  cherchée,  on  trouve 


«v/3       J 


9.  Sur  une  courbe  située  dans  un  plan  vertical  on 
lance  un  point  pesant  assujetti  à  la  parcourir,  et  l'on 
demande  de  déternnner  successivement  cette  courbe  : 

i*^  De  manièj'e  que  la  pression  due  à  la  seule  force  de 
la  pesanteur  soit  proportionnelle  à  la  n""""  puissance  de 
la  distance  actuelle  du  mobile  à  l'horizontale  d'où  il 
aurait  dti,  descendre  pour  acquérir  au  point  de  départ  la 
vitesse  quon  lui  a  donnée  y 

2**  De  manière  que  la  pression  due  à  la  force  centri- 
fuge soit  proportionnelle  à  la  n""""  puissance  de  la  même 
distance; 

3**  De  manière  que  la  pression  due  à  la  force  centri- 
fuge soit  dans  un  rapport  donné  n  avec  la  pression  due 
à  la  pesanteur. 

Prenons  l'axe  des  x  dirigé  dans  le  sens  de  la  pesan- 
teur, et  l'axe  des  y  dirigé  suivant  l'horizonlaîe  dont  on  a 
parlé. 
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i''  Soit  Ko:"  la  pression  due  à  la  pesanteur  pour  une 
distance  x  de  l'axe  des  y.  Posons 

K 
Il  vient 

dy  (a-  —  x"'^y  z=i  .r"  dx. 

2°  Soit  Kt"  la  pression  qui  est  due  à  la  force  centri- 
fuge et  s'exerce  à  la  distancer.  Posons  encore 


K 

Il  vient 

dy  [^a^n-  —  .r-")  *  =  x"dx. 

3°  Soit  a  une  constante  arbitraire. 
Il  vient 

dy  (  a"  — ■  x"Y  =:  jc^  dx. 

Ces  formules  sont  presque  en  tout  semblables  à  la  for- 
mule (A)  du  problème  3;  en  sorte  que  ce  dernier  pro- 
blème et  les  trois  questions  qui  nous  occupent  conduisent 
aux  mêmes  courbes,  sauf  de  légers  changements. 

Varignon,  Mém.  de  l'Acad.  des  Se.  de  Paris^  Ï710, 
p.  i56  et  suiv. 

SECTION  m. 

MOUVEMENT  d'uN   POINT   MATÉF.IEL   SUR  UNE  COURBE 
PLANE  DANS   UN  MILIEU  RÉSISTANT. 

1.  Proposons-nous  d^ étudier  le  mouvement.  d\in 
point  pesant  sur  une  cjcloïde  dans  un  milieu  dont  la 
résistance  est  proporLionnelle  à  la  vitesse.  Nous  suppo- 
sons Vaxe  de  la  cjcloïde  vertical  et  la  concavité  tournée 
en  haut. 
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Prenons  l'origine  au  sommet  de  la  courbe  qui  est  le 
point  le  plus  bas,  et  l'axe  des  x  dirigé  en  sens  contraire 
de  la  pesanteur. 

Nommons  : 

a  le  rayon  du  cefcle  générateur  5 
s  l'arc  de  la  cycloïde  compté  à  partir  du  sommet  5 
A'  la  résistance  du  milieu  pour  l'unité  de  vitesse  5 
c  la  valeur  initiale  de  ^5 
et  admettons  que  la  vitesse  initiale  soit  nulle. 

Nous  avons 

dv  dx 

'dt  ~^  ^^ 
D'après  les  propriétés  géométriques  de  la  cycloïde, 

dx         s 
s-  =  bax,     —  =  -^ 
ds         I\a 

d'ailleurs,  si  l'on  suppose  cjue  l'arc  décroisse  quand  la 

vitesse  est  positive, 

ds 

il  en  résulte  que  l'équation  première  peut  s'écrire 

d's  ds         s; 

(A  —-  +  /■  — +^^  =  0. 

^      -  dt-  dt        b^a 

On  l'intègre  parle  procédé  bien  connu  qui  s'applique  aux 
équations  linéaires  à  coefficients  constants. 
Substituante  =  Ce''%  il  vient 


-  -  =  o, 


X-zbi/X--^ 


l'intégrale  est  donc 


(0 
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Ici  il  convient  de  distinguer  deux  cas,  suivant  que  le 
radical  est  réel  ou  imaginaire. 

Supposons  d'abord  le  radical  imaginaire,  ou  A<^  \/ ~i 

c'est  le  cas  le  plus  conforme  à  ce  qui  se  passe  ordinaire- 
ment dans  la  nature. 
Si  l'on  pose 


é 


la  formule  (i)  prend  la  forme 

'^  (  A  ces  —  H-  B  sin  — 


dans  laquelle  A  et  B  sont  des  constantes  que  nous  déter- 
minons par  la  condition  que,  pour  Z  =  o,  on  ait 


Il  vient 


d'où 


ds 

s  :=zc     et      — 

dl 


A     et A-l--B  =  o: 

2  2 


ht 
,    >  ~  ~  [        '/t        k    .     'it 

12)  *r=:C(?       -      COS ! sm  -^ 

'  \  2  7  2 

Le  temps  T  que  le  mobile  emploie  pour  arriver  au 
sommet  se  tire  de  l'équation 

7T       /"    .    7T  7T  7 

.y  =:  0,     ces 1 sm  ^—  -=:  o,     tang  - —  =  —  ■-• 

272  2  X- 

Cette  valeur  de  T  est  indépendante  de  la  position  initiale, 
et  la  même  particularité  se  présente  dans  le  second  cas 
que  nous  examinerons  plus  loin;  par  conséquent,  la  cy- 
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cloïde  est  tautochrone  dans  un  milieu  dont  la  résistance 
est  proportionnelle  à  la  'vitesse  (*). 

Admettons  pour  un   instant  que  la  résistance  A  soit 

Al         7T  ,  .  .         .    ^ 

tres-pelite.  Alors    - —  sera  tres-peu    supérieur  a  -,    en 

sorte  que,  si  l'on  pose 

7T 


— t-  «, 

2        2 


et,  par  suite, 


7T  /tt  \  I  7 

tang  —  =  tang    -  +  ,.=_  _—  =  -  y., 


2  \  2  /  tang  «  A- 

on  aura  sensiblement,  en  remplaçant  dans  la  valeur  de  T 
u  par  tangz/,  et  négligeant  les  puissances  de  -  supérieures 
à  la  première, 

la  .  a 

z=:-k\     -  +  ik  — 

Ce  temps  est  à  peu  près  celui  de  la  demi-oscillation  des- 
cendante qu'un  pendule  cycloïdal  exécute  dans  l'air  lors- 
qu'on l'écarté  légèrement  de  la  verticale;  il  est  un  peu 
plus  considérable  que  pour  le  pendule  oscillant  dans  le 
vide. 

La  formule  (2)  nous  donne 


ds  ^    ~  '^  f k*        \   •  yf 

—  =  —  (»—- e      ^  [ l-7)sin  —  : 


(*)  Cette  propriété  de  la  cycloïde  était  connue  de  Newton  ;  Principia, 
lib.  II,  prop.  26. 

1.  a»  ÉDiT.  27 
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ainsi  la  vitesse  est  nulle,  et  le  mobile  cesse  de  monter 
pour  commencer  à  descendre  aux  époques 

27r         Atz         Gtt 

t  =  o,     — ,     -ï— ,     — , 

7  7  7 

Il  suit  de  là  que  la  durée  d'une  oscillation  entière  est 

égale  à Si  la  résistance  A'  est  peu  considérable,  cette 

durée  est  sensiblement  la  même  que  dans  le  vide  5  car 

iTT  27r  /ai,    [  a\  ^  1 


2' 

7 


a 


=:  a  peu  près  2  tt 

Substituant  dans  la  formule  (2)  les  valeurs  de  t  pour  les- 
quelles u  s'annule,  on  obtient  les  amplitudes  des  demi- 
oscillations  successives, 

k  -ik  3A 

TT ^TT  — n 

Ces  arcs  décroissent  en  progression  géométrique,  et  ils 
sont  tous  parcourus  deux  fois,  sauf  le  premier;  d'où  il 
suit  que  le  cbemin  total  parcouru  par  le  mobile  avant 
d'arriver  au  repos  est 

k  k 

TT  -TT 

C  H-  2C ; =C 


k  k 

y  e^    —  I 


Venons  au  second  cas  :  le  radical  i/A^  —  -  est  réel, 


'>sl\- 


v/*'-f 
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Soit 


v/ 


a 


La  formule  (i)  devient 


On  doit  déterminer  les  constantes  C,  C  par  la  condition 
que,  pour  f  =  o,  on  ait 


ds 
s  =^c, 

alors  on  trouve 


.  =  .,      ~  =  o; 


[(^-  +  7)^        '       -(A- -7).        ^      J. 


A— y^  A-- 

c 

s  z=:  

27 


Cette  valeur  de  s  ne  s'annule  que  pour  £  =  00  5  par  con- 
séquent le  mobile  ne  dépassera  pas  le  sommet  de  la  cy- 
cloïde,  et  même  il  ne  l'atteindra  jamais. 
D'après  la  dernière  équation,  nous  avons 


k-^y  ^  k- 


dt  47 

k-y,  k 


fk  —  V  /c-f-v    T 


dt 

_k-y 

7" 


c(P~'j^) '-^ 


87 

Ces  formules  nous  montrent  que  la  vitesse  croît  depuis 
l'instant  du  départ  jusqu'à  l'époque  t  donnée  par  l'é- 
quation 

—  vt       A  —7  I        ^_j_  Y 

/i-hy  7     ^  A  —  y 

27. 
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A  partir  de  cette  époque  la  vitesse  décroît  et  converge 
vers  G. 


Enfin,  si  l'on  suppose  que  le  radical  V/- — A^ 
nul,  on  trouve,  en  recourant  à  l'équation  (A), 


soit 


A 

1  +  ~t 


ds         (  ky    -^' 

de        Va/  V  2 


Ces  formules  nous  montrent  que  le  mobile  ne  peut  dé- 
passer le  sommet  de  la  courbe,  et  s'en  approche  indéfini- 
ment sans  pouvoir  l'atteindre.  La  vitesse  estun  maximum 


2 


à  l'époque  *  =  y 

2.  Déterminer  le  moin^ement  du  pendule  légèrement, 
écarté  de  la  verticale,  dans  un  milieu  dont  la  résistance 
est  proportionnelle  à  la  vitesse. 

Soient  a  la  longueur  du  fil,  0  l'angle  qu'il  fait  avec  la 
verticale  et  ^  la  résistance  du  milieu. 
On  a 

■—  =  ^  sm  9  —  kc. 
dt        ° 

1  d^ 

OU,  si  l'on  remplace  sinS  par  0  et  t^  par  sa  valeur  —  '^  j7  » 

d'Q  dB       g  ^ 

dt^  dt         a 

Cette  équation  est  tout  à  fait  semblable  à  l'équation  (A) 
du  problème  précédent,  si  ce  n'est  que  l'arc  s  se  trouve 
remplacé  par  l'angle  0,  et  le  double  du  diamètre  du  cercle 


DYNAMIQUE.  4^1 

générateur  ^a  par  la  longueur  du  fil  a.  Sauf  ces  change- 
ments de  noms,  la  discussion  précédente  s'applique  mot 
pour  mot. 

Ce  problème  donne  la  loi  des  petites  oscillations  du 
pendule  dans  l'air;  car,  lorsque  la  vitesse  est  très-petite, 
on  peut  sans  erreur  sensible  admettre  que  la  résistance  de 
l'air  est  proportionnelle  à  la  vitesse.  Dans  ce  cas,  la  ré- 
sistance A'  est  peu  considérable  ;  elle  est  inférieure  à  w  -  ; 

on  peut  même  négliger  son  carré.  Alors,  comme  nous 
l'avons  vu,  la  durée  d'une  demi-oscillation  descendante  est 
un  peu  plus  considérable  que  dans  le  vide;  mais  la  durée 
d'une  oscillation  entière  est  la  même. 

Au  reste,  pour  juger  de  l'exactitude  de  ces  résultats,  il 
suffit  de  réduire  en  nombres  les  formules  rigoureuses  don- 
nées dans  le  problème  précédent.  Nous  nous  servirons 
pour  cela  d'une  expérience  de  Borda.  La  valeur  initiale  c 
de  l'angle  B  était  un  tiers  de  degré  environ,  l'amplitude 
des  oscillations  diminuait  à  peu  près  en  progression  géo- 
métrique; après  1800  oscillations,  elle  n'était  réduite 
qu'aux  deux  tiers  de  sa  valeur  primitive. 

Ainsi,  en  conservant  les  notations  du  problème  précé- 
dent, on  a 

1  800  k  TT 

1 


3 


3 
i8oo/-7r  =—  7  log  -  =-  y(o,4o546). 

Remplaçons  k  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation 


Il  vient 


V': 


^  -  /-  =. 


uSoo^»|^I-  [y  \/fj\-^{^l  \/^)'o'4o546' 
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d'où  l'on  tire 

y  w  -  =  1 ,  00000000257 . 

On  voit  par  là  que  la  durée  d'une  oscillation  est 


■Wî 


I ,00000000257 
ou  à  peu  près 

2tv  \/-  (1  —  0,00000000257), 

ce  qui  ne  diffère  presque  pas  de  la  durée  d'une  oscillation 
dans  le  vide, 


'Wî 


Poisson,  Traité  de  Mécanique,  2^  édit.  t.  I,  p.  348. 

3.  Déterminer  le  mou\^ement  du  pendule  dans  un  mi- 
lieu dont  la  résistance  est  proportionnelle  au  carré  de 
la  vitesse. 

Conservons  les  notations  du  problème  précédent. 
Nous  avons 

(i)  — ak- l--sin9— -0, 

^  '  dt'  df        a 


d  [d^Y            ,  fdQY            -xg   .    „ 
'  —2.a/c{—-\  ■=■ ^sinQ. 


ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

d  [d^Y  ,  (d 

—    -—      —  2aA-     —    ,   _ 
dQ\dt  J  \^^  )  « 

( d^\  ^ 
Si  l'on  regarde  Q  comme  la  variable  et  (  —  J    comme  la 

fonction,  cette  équation  est  linéaire  et  du  premier  ordre. 
On  l'intègre  par  la  méthode  connue. 


Substituant 


/de 


il  vient 
et 

d'où 


/" 
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y=ze'-^  ÇwdO, 
r=  iak 


_2g-co56-f-2^Asine        3^^.g 

^f  /  «      1  +  4  «'  k- 


m 


Nous  déterminons  la  constante  G  par  la  condition  que 

d9      .         , 

—  soit  nul  pour  0  =  c  -,  alors 

(  /^e\*  2£- 

n  ^-       =  —, 7— 7TTT  [COSÔ  +  2fl/ÎSm9 

(2)     V^^y         «(l  +4a'X-2)  '■ 

Cette  formule  nous  permet  de  calculer  les  amplitudes 
des  oscillations  successives.  En  effet,  soit  — Cj  la  valeur 
de  l'angle  0  à  la  fin  de  la  première  demi-oscillation  ascen- 
dante: cette  valeur  devra  vérifier  l'équation 

(cose, —  2fli/^-sinci)e'"^'"»  —  (cosc  +  2rt/- sinc)e-^<'^'=  =.  o. 

Si  l'on  développe  les  exponentielles  suivant  les  puissances 
de  k  et  que  l'on  néglige  le  carré  de  cette  résistance  sup- 
posée très-petite,  on  aura 

cosc,  —  2aA-  (sine,  —  c,cosci)=:  cosc  +  2.aK-  (sine  —  ccosc). 

La  valeur  de  Cj  qui  vérifie  cette  équation  diffère  très-peu 

de  c  j  posant  donc 

Cl  =z  c  —  S, 
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nous  pourrons  négliger  d^  et  kâ  5  nous  aurons 
5  sine  =z  ^ah  (sin  c  —  ccoscj  ; 


d'où 


c^T=c  —  -: —  (sinc  —  c  cosc). 
sine 


Ce  résultat  ne  suppose  pas  les  oscillations  très-petites  5 
mais,  si  elles  sont  assez  petites  pour  que  l'on  puisse  né- 
gliger la  quatrième  puissance  de  c  dans  la  valeur  de  c^, 
cette  valeur  se  réduira  à 

Le'' oh 
c.=c 3-. 

Pour  trouver  la  durée  des  oscillations,  on  peut  ré- 
soudre l'équation  (2)  par  rapport  à  dt^  puis  intégrer 5 
alors  on  obtient  une  expression  de  la  forme 


:    |F(Ô)f/9. 


Cette  intégrale  n'est  point  exprimable  en  quantités  finies, 
au  moins  par  les  méthodes  connues.  On  pourrait  la  cal- 
culer par  approximation,  mais  il  est  plus  commode  d'ap- 
pliquer les  méthodes  approchées  à  l'équation  primitive 
elle-même.  C'est  ce  que  nous  allons  faire  en  supposant 
les  oscillations  très-petites. 

Nommons  encore  c  la  valeur  ini  tiale  de  l'angle  0,  qui  sera 
très-petite,  et  admettons  que  la  vitesse  initiale  soit  nulle. 
Il  est  clair  que  l'expression  cherchée  de  l'angle  0  est  une 
fonction  continue  de  c  et  s'évanouit  avec  cet  angle  5  par 
conséquent  elle  peut  se  développer  en  une  série  de  la 
forme 

(3)  G=ce, +  6-'92  +  .  ..; 

et  cette  série  sera  d'autant  plus  convergente  que  c  sera 
plus  petit.    Nous  nous  bornerons    aux  deux    premiers 
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termes,  qui  sont  bien  sufBsants  pour  représenter  les  exr 
périences  les  plus  délicates  5  toutefois  la  méthode  sera 
générale. 

Substituons  dans  l'équation  (i)  les  valeurs  de  -7—5  -— 

etsinô  que  Ton  tire  de  la  formule  (3)  lorsque  l'on  né- 
glige les  troisièmes  puissances  de  c,  puis  égalons  séparé- 
ment à  zéro  les  coefficients  de  c  et  de  c".  Il  vient 

^^^  dt'         a  de'         a    '  dt' 

La  première  de  ces  équations  nous  donne  l'intégrale 

6,  =  A  ces  1  /  4/--I-  B 


dans  laquelle  les  constantes  A  et  B  se  déterminent  par  la 
condition  que,  pour  t  =  o,  on  ait 


et,  par  suite  (3), 
On  trouve  ainsi 


dQ 


dQ,  __ 


=:  COS      t 


Substituant  cette  valeur  dans  la  seconde  équation  (4),  il 
vient 


r/^e,        g^         h  g         hg 

h  -  02 ^  +  —  ces  (  it 

dt^         a  2  2 


v/f 


C'est  une  équation  linéaire  du  second  ordre,  on  l'intègre 
par  la  méthode  que  nous  avons  rappelée  plus  haut.  Des 
exponentielles  imaginaires  s'introduisent,  on  les  remplace 
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par  des  sinus  et  des  cosinus,  et  l'on  trouve  enfin 

6.=Dcos(yf +e)  +  î;^  +  î^ cos (=r  y/i). 

D  et  E  sont  des  constantes  que  l'on  détermine  de  manière 
que,  pour  i  =  o,  on  ait 


^9, 
=  0,      -=0; 


alors  on  obtient 


1= —  cos\  t 


d'où 

(5) 
et 


s/l 


2c'<7/?\         /        /  o-\       c"^  ak 


C ~  )  CCS  i  ? 


c'ak 

— -. —  cos  1  2 1 


p  =  — fl  — =:î  v'«§"    (3  — 2CflÂ)sin(  fW^  j 

+  cak  sin  î  2  ? 


Ces  valeurs  vont  nous  donner  la  durée  et  l'amplitude 
des  oscillations-,  dans  cette  recherclie,  nous  pousserons 
l'appioximalion  jusqu'aux  secondes  puissances  de  c  in- 
clusivement. 

La  durée  de  la  demi-oscillation  descendante  s'oLtient 
en  résolvant  par  rapport  à  t  l'équation  0  =  0,  dans  la- 
quelle 0  est  remplacé  par  sa  valeur  (5).  Une  première 
valeur  approchée  est 


2  Vs'' 


car  celte  valeur  annule  le  terme  qui  est  du  premier  degré 
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par  rapport  à  c.  Posant  donc 


7r      /a 


on  déterminera  u  par  la  méthode  de  Newton,  qui  con- 
siste à  prendre  pour  u  le  quotient  changé  de  signe  de  Q 
par  sa  dérivée  relative  à  f,  dans  lequel  on  fait 


TT      /a 
On  trouve  ainsi 


flX-      /a  (         2Cfl/\~'        cak  a 


cah 
"3 


Il  est  inutile  de  prendre  ici  le  terme  en  c^  et  de  pousser 
l'approximation  plus  loin;  car  u  doit  évidemment  chan- 
ger de  signe  avec  /r,  et  comme  dans  toute  la  suite  des  cal- 
culs que  l'on  pourrait  faire,  c  serait  toujours  accompagné 
du  facteur  A,  il  faut  que  u  ne  contienne  que  des  puissances 
impaires  de  c.  La  durée  de  la  demi-oscillation  descen- 
dante est  donc 

„       TT       la        cak 


2  V   g-  3 


Pour  obtenir  la  du.rée  d'une  oscillation  entière,  il  faut 
résoudre  par  rapport  à  t  l'équation  u=  o,  dans  laquelle 
p  est  remplacé  par  sa  valeur  (6).  En  opérant  de  la  même 
manière,  on  trouve ,  au  même  degré  d'approximation , 

que  cette  durée  est  ^  \/-5  comme  dans  le  vide. 

Nous  aurons  l'amplitude  de  la  première  demi-oscilla- 
tion ascendante,  si  nous  posons 


-VI 


dans  la  valeur  (5)  de  l'angle  6  changée  de  signe.  Nous 
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trouvons 

doù  nous  voyons  que  l'amplitude  de  la  seconde  demi- 
oscillation  est  plus  petite  que  celle  de  la  première,  de  la 

quantité  — - — i  comme  nous  1  avons  déjà  trouve  par  une 

autre  méthode. 

Tous  ces  résultats  coïncident  à  peu  de  chose  près  avec 
ceux  que  nous  avons  obtenus  au  problème  précédent,  dans 
l'hypothèse  d'une  résistance  proportionnelle  à  la  vitesse; 
les  petites  diiierences  qui  existent  peuvent  être  attribuées 
aux  valeurs  différentes  que  le  coefficient  A'  doit  recevoir 
dans  ces  deux  hypothèses. 

Dans  tout  ce  qui  pi^écède,  nous  avons  supposé  que  le 
corps  du  pendule  était  un  point  matériel  sans  volume. 
Dans  la  réalité,  il  ne  peut  en  être  ainsi.  Comme  un  corps 
plongé  dans  un  fluide  y  perd  une  partie  de  son  poids 
égale  à  celui  du  fluide  déplacé,  le  pendule  se  trouve  dans 
le  même  cas  que  si  la  gravité,  au  lieu  d'être  égale  à  g, 
était  égale  à  g  (i  —  o),  p  désignant  le  rapport  de  la  den- 
sité du  fluide  à  celle  du  corps.  Par  là  on  verra  facilement 
que,  d'après  la  seule  considération  de  la  perte  de  poids  à 
l'état  de  repos,  la  durée  des  oscillations  dans  un  fluide  se 
trouve  augmentée  dans  le  rapport  de  l'unité  à  yi  —  p 
pour  un  même  pendule,  et  la  longueur  du  pendule  simple 
se  trouve  diminuée  dans  le  rapport  de  i  —  p  à  l'unité  pour 
la  même  durée. 

De  plus,  Bessel  a  fait  voir  par  l'expérience  que  la 
perte  de  poids  est  moins  considérable  pour  un  corps  en 
repos  que  pour  un  corps  animé  d'un  mouvement  oscilla- 
toire. II  en  résulte  que,  dans  les  résultats  précédents,  il 
faut  multiplier  p  par  uu  facteur  f  plus  grand  que  l'unité. 

Poisson  a  démontré,  dans  son  Mémoire  sur  les  mouue- 
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ments  simultanés  d'un  pendule  et  de  Vair  environ' 
fiant  (*),  que  le  facteur /^  est  indépendant  de  la  densité 
du  pendule  ainsi  que  de  la  densité  et  de  la  nature  du 
fluide  dans  lequel  il  oscille.  Pour  le  cas  d'une  sphère 
dont  le  diamètre  est  petit  relativement  à  la  longueur  du 
pendule,  il  trouve 

Poisson,  Traité  de  Mécanique,  2^  édit.,  t.  I,  p.  353. 

4.  Trouver  les  courbes  iautochrones  pour  un  point 
pesant  dans  un  milieu  dont  la  j^ésistance  est  proportion- 
nelle au  carré  de  la  vitesse. 

Soient  : 

O  Texlrémité  des  arcs  qui  sont  parcourus  dans  le  même 
temps  5 

X  la  distance  du  mobile  au-dessus  de  l'horizontale  qui 
passe  au  point  O  5 

s  l'arc  de  la  courbe  compté  à  partir  du  point  O; 

h  la  hauteur  à  laquelle  serait  due  dans  le  vide  la  vitesse 
que  le  mobile  possède  au  point  O; 

k  la  résistance  du  milieu  pour  l'unité  de  vitesse. 

On  a 

vdo  =:  —  gdx  •+-  kv'^ds. 

ou,  si  l'on  multiplie  par  ie~-'''  et  que  l'on  intègre, 

(i)  «^îe-2^^  =ig{h—   j     e-^^'dx  ]  ' 

Remplaçons  v  par  sa  valeur  —  ;r'  ^''  posons 


Je—-**  dx  ; 
o 


(*  )  Mdm.  de  l'Âcad.  des  Sciences  de  Paris,  t.  XI. 
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X  sera  une  fonction  de  u^  et  comme  s  est  une  fonction 
de  X,  nous  pourrons  poser  encore 

(3)  e~''^ ds  =  r^  [u]  du. 

Il  vient  alors 

I      >f  (u)  du 


dtz= 


\Jl  g  s/ h  —  u 


en  sorte  que  le  temps  employé  par  le  mobile  pour  arriver 
au  point  O  est 

_    I     r^o{u)du 

y  2  g  Jo     V^A  —  u 
Cette  valeur  de  t  doit  être  indépendante  de  7i;d'où  il 
suit  que  la  quantité  comprise  sous  le  signe    J    doit  être 

de  degré  zéro  par  rapport  à  /i,  m  et  du.  Cela  exige  que 

l'on  ait 

a 

^u 

a  désignant  une  constante. 

Substituons  cette  valeur  dans  l'équation  (3),  et  inté- 
grons en  observant  que  s  et  u  sont  nuls  en  même  temps. 
Il  vient 

-  (i  —  e~'"')  =  2«  sju, 


|c 

—  e-^')  e- 

-'"  =7.  a' 

du 
d7 

Or, 

d'après  l'équali 

on  (2), 

du 

ds 

ds' 

par 

conséquent, 

dx 
2aU— = 
ds 

zze^'—  l 
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D'un  autre  côté,  nous  avons 


Il  sr  Jn 


du  Ta 


\/2  g  Jo    sjhu  —  «2        v^2  g- 

donc  enfin  l'équation  de  la  courbe  taulochrone  est 

dx 

(4)  4g'^-r^-  =  u=(e'"-i), 

4  gk^  t\x  h-  'k''  As  =  tt'  ( f ^^  —  I  ) . 

On  peut  obtenir  la  valeur  de  l'arc  parcouru  pendant  le 
temps  t.  En  effet,  soit  ^0  la  valeur  initiale  de  l'arc  s.  La 
formule  (i)  peut  s'écrire 


,,  ds'  r'o     ,  dx  , 


et  si  nous  remplaçons  ~  par  sa  valeur  tirée  de  l'équa- 
tion {4)5  il  vient 


ds'' 
-'**-— =  -4—    I      e-'"  [i —  €-'<']  ds 
dt^        1 


[[i  —  e-'">Y  —  [i  —  e-'"Y\ 


Posant 

1  —  c~^^  =  z,      I  —  e~*''° 

cette  équation  nous  donne 

2T  rfz 


dt. 


^  v/^: 


«  =  —  arc  CCS  —  >      z  =  Zo  ces  —  ? 

TT  Z(,  2T 

I  —  e~**  =  f  I  —  e~"^^°  )  ces  —  5 
^  ^         2t 

*  =  —  -  log     I  —  (  I  —  e— '*»  )  cos  —    • 

EoiiER,  Comment.  Petrop.,  1729.  —  Mechan.^  t.  II,  p.  Sga. 
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5.  Proposons-nous  de  rechercher  V expression  la  plus 
générale  de  la  force  tangentielle  dans  le  mouvement 
tautochrone. 

Soient  : 

O  l'extrémilé  des  arcs  de  la  courbe  tautochrone  qui 
doivent  être  parcourus  dans  le  même  temps  r  •, 

F  la  résultante  des  forces  tangentielles  qui  agissent  sur 
le  mobile  au  bout  du  temps  f,  compté  à  partir  de  l'in- 
stant du  départ  5 

i>  la  vitesse  du  mobile  au  bout  du  même  temps-, 

s  l'arc  qui  lui  reste  à  parcourir  pour  arriver  au 
point  O; 

<7  la  valeur  initiale  de  l'arc  s. 

On  a 


Jo      " 


et  la  courbe  sur  laquelle  se  meut  le  corps  sera  taulo- 
clirone  quand  ~  sera  indépendant  de  a,  c'est-à-dire  quand 

on  aura 

fir 

—  =  0. 

cl  a 

Eliminons  (j  des  limites  de  l'intégrale.  Pour  cela,  po- 
sons 

(l)  Z=zuZ, 

en  nommant  z  une  fonction  arbitraire  de  s,  qui  s'annule 
avec  5,  Z  la  valeur  de  z  pour  s=  a  el  u  une  nouvelle 
variable. 
Soit  de  plus 

f  =:  1}/  (uZ) 

la  valeur  de  s  que  l'on  déduit  de  l'équation  (i). 
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Nous  aurons 

'f  («Z)Z 


1 


du. 

o 


Différentions  par  rapport  à  a,  el  souvenons-nous  que  ^^  est 
une  fonction  do  a  et  de  i|/  {nZ)  ;  il  viendra 

on  bien,  remplaçant  z/Z  par  z  et  Zida  par  — "-  ds^ 

,.     ,  r[.r«^z'-H.y(.)z']..-[j./(.).z'+^z]^'(.)^ 

—  =: I — 1 — — — -  ds  ; 

a^  Z  Jo  y  ds 

ce  qu'on  peut  écrire 

(2)  dl'^~k  j    ^^''  ^^  '^'' 

en  représentant  pary^(5,  a)  le  facteur  de  ds  sous  le  signe 
d'intégration. 

Pour  que  — ^  soit  nul,  quel  que  soit  cr,  il  faut  qu'en 

CL  G" 

posant 

I     f[s,  <7)cls--  e{s,  cr), 
Jo 
on  ait 

0[s,  g)  =  o. 

-   Supposons  que  la  fonction  0  satisfasse  à  cette  condition. 
Nous  pourrons  remplacer  dans  Téquation  ('^ ),/"(.?,  a)  par 

,  dr 

B's  (^,  a)  et  -j-  par  la  valeur  trouvée  précédemment  ;  alors, 

si  nous  observons  que  l'on  a 

I.    2*    ÉDIT.  28 
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ou 

il  viendra 

Il  nous  faut  inlégrer  cette  équation,  dans  laquelle  v  est 
la  fonction  et  5,  a  les  variables  indépendantes.  On  sait 
qu'elle  se  ramène  aux  deux  équations  différentielles 
simultanées 

dv 


de  _ 

_ds 

TJ 

<- 

Posons 

d'où 

^i^sK'^^) 


:r  =  ï(*), 


Nos  équations  différentielles  pourront  s'écrire 
ds  dd 


?( 

A 

-  ^{a)' 

dv 

Us  ~" 

..ti 

h 

=  w(^). 

Soit 


La  première  équation  nous  donne 

a  [g)  —  m{s)  =  const.  =  A; 
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d'où  l'on  tirera  une  valeur  de  o  de  la  forme 

Si  l'on  substitue  cette  valeur  dans  la  seconde  équation 
différentielle,  et  que  l'on  pose  ensuite 

X  étant  une  variable  auxiliaire,  on  obtient  l'équation 


X"  w'ç[<^(-5')] 


^\^s,l[s)\ds, 


où  0' [^,  ^(•^)]  représente  ce  que  devient  la  dérivée  de 
0(5,  c)  par  rapport  à  5,  lorsqu'on  y  fait,  après  la  difïé- 
rentiation,  (7  =  1^(5). 

Soit  /5(5)  l'intégrale  indéfinie  du  second  membre.  On 
aura 

-  =  p(^)  +  const.  =p(5)  + -, 


Bp(^)-t-i  ç(5)  — ,.p(5) 

Il  résulte  de  là  que  l'intégrale  générale  de  l'équation  (3) 
est 


w  (  tj-    —  w  U 


_^{s)~v^{s\ 


y  étant  le  signe  d'une  fonction  arbitraire.  Toutefois  les 
conditions  de  notre  problème  assujettissent  cette  fonc- 
tion y  à  être  identiquement  nulle,  lorsque  l'on  y  fait 
simultanément 

.y  :=  (7      et      p  :=  O  ; 

car  la  vitesse  initiale  du  mobile  est  supposée  nulle. 
Différentions  la  dernière  équation  par  rapport  à  s,  et 

28. 
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remplaçons  o)'  [s]  par  sa  valeur  — --:',  il  vi 

Lt(^)  — ^p(*)J 


lent 


as 


-7 


On  en  tire 


[<p(.)-.p(.)p 


ou,  SI  i  on  pose  — == — 


P(^') 


Telle  est  la  formule  cherchée.  G  et  (j?  représentent  des 
fonctions  arbitraires  ;  p  est  aussi  une  fonction  arbitraire. 

En  effet  p'  {s)  et  par  suite  p{s)  sont  définis  par  l'é- 
quation 

p'(5)o>ç[ç(.)].-tÇ(^)J  =  e:,[.,  !;(.)],. 

el,  puisque  la  fonction  6  n'est  assujettie  qu'à  la  seule  con- 
dition de  s'évanouir  pour  s  =  a^  nous  pouvons  prendre 

j(' (cr)  étant  indépendant  de  s-^  alors  le  second  membre  de 
l'équation  précédente  se  réduit  à 

D'ailleurs  le  premier  membre  peut  s'exprimer  en  ^{s)^ 
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quelle  que  soit  la  fonction  p  (5),  puisque  s  est  une  fonc- 
tion de  (^  (5) .  Prenant  cette  expression  du  premier  membre 
pour  la  fonction  x[C("^)]  ^^^  ^^^  ^  volonté,  l'équation 
sera  satisfaite. 

Supposons,  en  particulier,  que  l'on  prenne 

et  posons,  pour  abréger, 


.G 
La  formule  générale  (4)  pourra  s'écrire 

rs  étant  le  signe  d'une  fonction  arbitraire. 

Cette  dernière  formule  a  été  donnée  par  Lagrange , 
dans  les  Mémoires  de  V Acacléniie  de  Berlin,  lyôS,  l'j'jo. 
La  formule  générale  d'où  elle  dérive  a  été  établie  récem- 
ment par  M.  Biiosclii  (*). 

6.  Comme  application  des  formules  que  nous  venons 
d'établir,  nous  nous  proposons  ici  de  chercher  tous  les 
cas  de  tautoclironisine  contenus  dans  la  formule  de 
Lagrange,  et  relatifs  à  un  corps  pesant  qui  se  meut  a^ec 
frottement  dans  un  milieu  dont  la  résistance  est  une 
fonction  quelconque  de  la  ^vitesse,  f{'^')- 

Supposons  l'axe  des  x  vertical  et  dirigé  en  sens  con- 
traire de  la  pesanteur*,  et  soit  jj.  le  coefficient  de  frot- 
tement. 

La  composante  tangentielle  de  la  pesanteur  et  la  pres- 


C)  Annali  di  Scienze  matemaliche  e  fisiche  compilati  da  B.  Tortolini  ; 
Roma,  i853,  p.  6a. 
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sion  sur  la  courbe  seront  respectivement 


dx 

d^x 

(.2 

'          dx' 

ds-" 

/  dx' 


I  dx-"' 


en  sorte  que  l'on  aura,  pour  l'expression  générale  de  la 


force  tangentielle, 


d\r. 


,     .      „  (^x  /  dx"^  ds^  _,   . 

(V)     F  =  g^-(>„Y. ---,.-        ,  ..-/W- 


V'' 


dx'' 
d^ 


dx         .   . 

— ^  est  ici  une  fonction  de  s  qui,  si  elle  était  connue,  don- 

ds  ^ 

nerait  l'équation  de  la  courbe.  Nous  allons  déterminer 
cette  fonction  par  la  condition  que  la  formule  (V)  soit 
comprise  dans  celle  de  Lagrange. 

Si  l'on  différentie  la  valeur  (V)  trois  fois  par  rapport 
à  t^,  puis  une  fois  par  rapport  à  5,  le  résultat  est  identi- 
quement nul.  Exprimons  que  la  formule  de  Lagr-ange 
satisfait  à  cette  condition. 

Si  nous  posons 

la  formule  de  Lagrange  prend  la  forme 

et  l'on  doit  avoir 

d*Y 


dv^ds 


=  o. 
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OU,  puisque  |  est  une  fonction  de  s, 


o. 


Cette  condition  nous  donne 


(.V)    :     _i_  _ . 


6('    ,„  /p\        6 


.'(i)^o. 


Posons 
l'équation  précédente  deviendra 

Pour  l'intégrer,  posons  encore 

z^  -h  (z)  =  u. 

Nous  obtenons 

u"  =  o; 

par  conséquent, 

M  =  A  z  +  B  , 

^  =  Ti  +  :j' 


X=  —  Alogz-f--Bz-'  H-Cz+  D, 

F=  — Aplog-  +  -BÇH-ifc-^V'  +  D(^, 

A,  B,  C,  D  désignant  des  constantes  arbitraires. 

Pour  que  cette  valeur  soit  identique  avec  la  valeur  (V), 
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il  faut  que  l'on  ait 


I  dx  /  dx"^ 

-i^'^~-Ts--^-s\/'-d^- 

d-'x 
I  /■  dt\  ^'dJ 


y      ds' 


La  seconde  relalion  nous  montre  que  la  résistance  du  mi- 
lieu doit  être  simplement  proportionnelle  à  la  vitesse. 
Si  l'on  élimine  |  entre  les  deux  dernières  relations,  on 
obtient,  toutes  réductions  faites, 


ce  qui  est  l'équation  d'une  cycloïde. 

Ainsi,  la  cjcloïde esttaatochrone  ai^ec  frottement,  soit 
dans  le  vide,  soit  dans  un  milieu  dont  la  résistance  est 
proportionnelle  à  la  vitesse;  c'est  d'ailleurs  le  seul  cas  de 
tautoclironisme  avec  frottement  qui  soit  donné  par  la  for- 
mule de  Lagrange  (*). 

Si  l'on  nomme  r  le  rayon  du  cercle  générateur  de  la 
cycloïde  et  H  une  constante,  on  aura 

dx        gx  -f-  H 
ch  ^  "47"  * 

La  constante  H  se  déterminera  par  la  condition  que  le  mo- 
bile, placé  sans  vitesse  initiale  à  l'extrémité  des  arcs  tau- 

(  *  )  Ce  cas  de  tautochronisme  a  été  signalé  la  première  fois  par  Necker, 
Recueil  des  Savants  étrangers  (Académie  des  Sciences  do  Pai'is),  t.  IV, 
•  96;  1763. 
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tocliroiies,  y  reste  en  équilibre,  et  que,  placé  un  peu  plus 
haut,  l'équilibre  n'ait  pas  lieu.  Cela  exige  que  l'extrémité 
des  arcs  tautochrones  soit  le  point  le  plus  élevé  de  ceux 
où  le  point  matériel,  posé  sans  vitesse,  pourrait  rester  en 
équilibre. 

7.  Trouver  tous  les  cas  de  tautochronisme  contenus 
dans  la  formule  de  Lagrange  (prob.  5),  et  relatifs  à  un 
point  pesant  qui  se  meut  dans  un  milieu  dont  la  résis- 
tance est  une  fonction  de  la  vitesse^  f  {^)' 

Un  calcul  semblable  à  celui  du  numéro  précédent 
montre  que  la  résistance  f  [v]  doit  être  de  la  forme 

A,  B,  C  désignant  des  constantes. 

Alors  la  courbe  tautochrone  est  celle  que  nous  avons 
obtenue  au  problème  4. 

Ceci  est  un  cas  particulier  du  théorème  suivant  : 
Toute  courbe  tautochrone  pour  une  force  comprise  dans 
la  formule  de  Lagrange,  est  encore  tautochrone  lors- 
qu'on ajoute  à  la  force  un  terme  proportionnel  à  la  vi- 
tesse (■*').  On  voit,  en  effet,  qu'en  conservant  la  même 
courbe  et  ajoutant  à  la  force  tangenlielle  un  terme  pro- 
portionnel à  la  vitesse,  l'expression  de  la  force  tangen- 
tielle  totale  reste  encore  comprise  dans  la  formule  de  La- 
grange 5  car  le  terme  additionnel  n'a  d'autre  effet  que 

d'augmenter  la  fonction  arbitraire  cj  (  -  j  d'un  terme  de  la 
forme  -  X  consl. 

J.  Bertrand,  Journal  de  M.  Lionville,  i847>  *••  ^^^'  P'  '^^' 

8.  Un  point  pesant  monte,  en  vertu  d'une  impulsion 

(*)  Lagrange,  Mém.  de  l'Acad.  de  Berlin,  1765,  p.  Syi. 
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initiale,  sur  une  courhe  située  dans  un  plan  'vertical; 
le  mouvement  a  lieu  dans  un  milieu  homogène  dont  la 
résistance  est  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse. 
(Quelle  doit  être  la  courbe  pour  que  la  vitesse  du  mo- 
bile égale  à  chaque  instant  celle  qui  serait  due,  dans 
le  même  milieu,  à  la  hauteur  mesurée  par  la  longueur 
de  rare  qui  lui  reste  à  parcourir  pour  atteindre  un 
point  fixe  situé  sur  la  courbe? 

Soit  5  l'arc  de  la  courbe  compté  à  partir  du  point  fixe, 
X  la  distance  de  l'extrémité  de  cet  arc  à  l'horizontale  qui 
passe  au  point  fixe,  et  h  la  résistance  du  milieu  pour  l'u- 
nité de  vitesse. 

L'équation  de  la  courbe  est 

K-  [x -h  s)  :=  i  —  e--''\ 

Ce  problème  fut  proposé  à  Clairaut,  pendant  son  voyage 
en  Laponie,  par  uu  professeur  d'Upsal  nommé  Klings- 
tierna.  La  solution  de  Clairaut  se  trouve  dans  les  Mé- 
moires de  r académie  des  Sciences  de  Paris ^  174O5 
p.  254. 

9.  Dhin  même  point  O  partent  une  infinité  de  droites 
situées  dans  un  même  plan  vertical  et  terminées  à  une 
courbe  S.  Déterminer  cette  courbe  de  manière  qu'un 
point  pesant,  descendant  du  point  O  sur  Vune  des 
droites,  arrive  sur  la  courbe  avec  une  même  vitesse, 
quelle  que  soit  la  droite  que  F  on  ait  choisie.  Le  mouve- 
ment a  lieu  dans  un  milieu  homogène  dont  la  résistance 
est  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse. 

Rapportons  la  courbe  à  des  coordonnées  polaires  r,  0, 
dont  l'origine  soit  au  point  O,  et  dont  l'axe  soit  dirigé 
dans  le  sens  de  la  pesanteur;  nommons  a  le  rayon  vec- 
teur qui  se  compte  sur  l'axe. 
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L'équation  de  la  courbe  est 


cos9 


I  —  Éf-'  ""^ 
EuLER,  Mechan.,  t.  II,  p.  aSi . 


10.  Les  données  restant  les  mêmes  que  dans  le  prO" 
blême  précédent,  on  propose  de  déterminer  la  courbe  S 
par  la  condition  que  le  mobile  emploie  le  même  temps 
pour  r atteindre,  quelle  que  soit  la  droite  sur  laquelle  il 
descende. 

L'équation  de  la  courbe  est 

y/cos  9  =  -^^ ^ y  , 

log  \_e'"'-[-(e''"'—  i)'J 

EuLER,  Mechan.,  t.  II,  p.   256. 

SECTION  IV. 

MOUVEMENT  d'uN    POINT  MATÉRIEL   SUR  UNE  SURFACE  FIXE. 

Soient 

X,  y,  z  les  coordonnées  du  mobile  à  l'époque  1 5 

V  la  vitesse  5 

X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force  accélératrice  exté- 
rieure parallèles  aux  axes  5 

F  {x,  j)',  -2^)  =  const.  l'équation  de  la  surface  5 

R  la  réaction  normale  que  cette  surface  exerce  sur  le 
point. 

Si  l'on  pose,  pour  abréger, 


U  = 


z  I 


Tx)  '^\dy)  ^\di) 
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les  équations  du  mouvement  seront 

cr-x  _  JF 

dt^  dx 

dt^  dj 

d^z  dY 

-— =  Z  +  RU— -. 

dt'  dz 

Pour  déterminer  la  position  du  mobile  à  une  époque 
quelconque,  il  faut  éliminer  le  produit  RU  entre  les  trois 
équations  précédentes  ;  alors  on  aura  deux  équations  dif- 
férentielles entre  or,  y,  z^  f,  qui,  jointes  à  l'équation  de 
la  surface,  détermineront  les  coordonnées  en  fonction  du 
temps. 

Lorsque  X<^x  +  Y dy-h  Zdzest  la  différentielle  exacte 
d'une  certaine  fonction  cç  {x,y,  z)  des  seules  variables  x, 
Y,  z,  on  a  de  suite  une  intégrale  première, 

^""  —  ^l  =2[<p(.T,-,  J,  z)  —  r^{x,,  y,,  Zo)], 

i^o,  Xa,  yo,  Zq  étant  les  valeurs  de  p-,  .r,  j,  z  qui  corres- 
pondent à  l'état  initial.  Cette  intégrale  pourra  remplacer 
une  des  trois  équations  primitives,  et  comme 

dx-  -r-  dj''-  -\-  dz" 

f^=  71 ' 

dt- 

elle  permettra  de  faire  disparaître  dt  des  deux  équations 
restantes.  Dès  lors  il  suffira  d'éliminer  entre  ces  der- 
nières équations  le  produit  RU  pour  avoir  une  équation 
différentielle  en  x,  j,  z  qui  déterminera  la  trajectoire 
conjointement  avec  l'équation  de  la  surface. 

1.  D\in  point  pris  à  volonté  sur  Vun  des  méridiens 
d'une  surface  de  révolution  dont  Vaxe  est  vertical^  on 
lance  un  point  pesant  suii^ant  la  tangente  au  parallèle, 
avec  une  vitesse  qui  est  une  fonction  connue  des  coor- 
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données  du  point  de  départ.  Déterminer  la  surface  par 
la  condition  que  le  mobile,  assujetti  à  rester  dans  son 
intérieur,  décrive  toujours  un  parallèle,  quel  que  soit 
le  point  de  départ. 

Soit  pris  le  plan  méridien  d'où  part  le  mobile  pour 
plan  des  xz,  et  l'axe  de  révolution  pour  l'axe  des  z^  qui 
sera  dirigé  en  sens  contraire  de  la  pesanteur. 

Nous  avons 

X  r/^  H-  Y  dy  -h  Zdz=i  —  gdz  ; 

d'où  il  résulte  que  la  vitesse  doit  être  constante  pendant 
toute  la  durée  du  mouvement;  par  suite,  la  résultante  de 
la  pesanteur  et  de  la  force  centrifuge  doit  être  normale  à 
la  surface. 

Ainsi,  X  et  z  étant  les  coordonnées  du  point  de  départ, 
et  \J igf[z,x)  la  vitesse  initiale,  nous  devons  avoir 


—-—=g-,      ou      /■l-,-)  =  -;^ 


Telle  est  l'équation  différentielle  de  la  courbe  méridienne. 
Elle  nous  montre  que  la  hauteur  due  à  la  vitesse  initiale 
est  égale  à  la  moitié  de  la  sous-tangente  à  la  courbe. 

Donnons  à  la  fonction^ quelques  valeurs  particulières. 

Soit 

y=  COnSt.  -:  :  //. 

On  a 

2  hdx 

=  dz , 


]02X  zz:z  — -  H-  COllSt, 
2/i 


La  courbe  est  une  logarilltmiquc. 
Soit 


/: 
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On  a 

X        dz 
-  =  -j-î 
a        dx 


const. 


La  courbe  est  une  parabole. 
Soit 


7.  dx        a"~'  dz 


2.\o^x  =  — ^ -+ const. 

°  (rt— i)z"-' 

Si  l'on  veut  que  le  temps  d'une  révolution  soit  le  même 
sur  chacun  des  parallèles  5  alors,  nommant  T  la  durée 
d'une  révolution,  on  aura 

.,      f{z,x)=: 


par  conséquent  la  courbe  méridienne  sera  la  parabole 

x^  =  2 —  2  +  const. 

FoNTANA,  Dlssertazione  snpra  laforza  centr'ifuga^ 
Verona,  1784. 

2.  Trouver  une  surface  passant  par  une  courbe  don- 
née et  telle,  quun  point  pesant  parcoure  cette  courbe, 
loj'squon  le  pose  sur  la  surface  en  un  point  de  la 
courbe,  et  quon  lui  imprime  une  vitesse  de  grandeur  et 
de  direction  convenables. 

Supposons  l'axe  des  z  dirigé  dans  le  sens  de  la  pesan- 
teur. 
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Soient 

les  équations  de  la  courbe  donnée. 

La  surface  clierchée  aura  son  équation  de  la  forme 

Y  =  x  -f{z)  -  [j  -/,  (z)]  ^{j,z)  =  o, 

(^  étant  une  fonction   qui    ne   devient  pas  infinie  pour 

II  s'agit  de  déterminer  cette  fonction  (p. 
Tout  point  pesant  {oc,j,  z),  posé  sur  la  surface,  véri- 
fiera dans  son  mouvement  les  équations 

d\v       ^^,dF        d-j       ^^,d¥ 
-— -=RU-— ,      — ^=RU-T-5 

d(^  dcc         df-  dy 

desquelles  on  tire 

dY  d'^x  _  dY  d^j 
dy    dt''  dx    dt^ 

OU,  ce  qui  est  la  même  chose, 

^F    ,      d.T.         r/F    ,      dy 

(l)  . —  ^.c— =: f/.c-f-. 

dy  ds  dx  ds 

Pour  que  le  point  parcoure  la  courbe  donnée,  il  faut 
que  celte  équation  devienne  identique  quand  on  y  fera 

1      .       ,  ,         dx:    dy  .  ,  , 

après  avoir  substitue  a  t^,  —  5  71-  les  valeurs  de  ces  quan- 
tités relatives  à  un  point  qui  serait  assujetti  à  parcourir 
la  courbe  donnée. 
Or 

dF_ 
dx 
et  quand  on  pose 
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—  se  réduit  à  —  -p  [/i  (z) ,  z]  -,  eu  sorte  que  la  substitution 

de  ces  valeurs  dans  l'équation  (i)  donnera  un  résultat  de 
la  forme 

n  (z)  étant  une  fonction  connue  de  z. 

La  fonction  9  qui  vérifie  cette  dernière  équation  est 
évidemment  donnée  par  la  formule 

(3)  «>(j,  ^)  =  n(z) +  [j -/(..)] -Hj,^), 

dans  laquelle  'h  représente  nne  fonction  arbitraire  qui  ne 
devient  pas  infinie  pourj^  =/i  (-^)' 

De  là  il  résulte  que  l'équation  de  la  surface  cherchée 
est 

a:  =/(2)  -i-  [j  -/  (.)  J  n  (z)  +  [j  -/.  (z)?  -^  (  r,  2). 

Comme  application,  nous  supposerons  que  la  courbe 
donnée  soit  une  hélice, 

a:  =  r  ces  1  /r  -  1 5      r  =  r  sin  (  /•  -  |  • 

11  nous  sera  plus  commode  de  représenter  cette  courbe 
par  les  deux  équations  équivalentes 

r  } 

Alors  l'équation  de  la  surface  sera  de  la  forme 

F  =  2  —  7  arc  tang [x-  ~\- y-  —  /■')  ?  (•^,  y)  =  o. 


bi  dans  les  dérivées  partielles  —  ?   —  on  élimine  x 
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ety  à  l'aide  des  équations  de  la  courbe,  on  trouve 


d¥         i    .      I     z 
-—  =  y  Sîn  1  A-  - 

dV  1  ,   . 

=  y   CCS   I   A 

dy  k 


2  r  ces  I  k  - 
—  ir sin  (  A- 


en  posant 


y,  =z  ^     r  ces  (  -^  -  )  î      r  sin  (  A  -  j    1 


Supposons  le  mobile  placé  sans  vitesse  initiale  au  point 
dont  les  coordonnées  sont 

x  =  r,     J  =  o,      z  =  o. 
Nous  aurons,  à  un  instant  quelconque, 

dx  =  —  A  sin  ik-uh,    dy  :t=  A  ces  (  /c  -\dz,    ds  =  sj  k'^  -h  l  dz. 

D'après  ces  valeurs,  l'équation  (i)  devient,  toutes  réduc- 
tions faites, 

/•ces  (  A  -  )  ?      rsin  i  k  — 


c'est  l'équation  qui  correspond  à  la  formule  (2). 
Selon  la  formule  (3),  nous  aurons 


arc  tani 


?(-^'jr)  =  — 


rk 


H-  (^--^H-jï—  A^jJ/  {x,y), 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 


arc  tans - 


I.     2''   ÉDIT. 


x^-\~y 


-\ :. r -^  (  X,  y  )  ; 


X-  -\-y-' 
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car  le  second  membre  se  réduit  bien  à   Y].[z)=. 

c{uand  on  y  remplace  x  et  j  par  leurs  valeurs  en  z. 
L'équation  de  la  surface  sera  donc 

r  Y 

z  =  -arc  tang  -  H-  {x^  +  j-  —  r')  ^  (  .r,  j) , 

ou,  remplaçant  <p  {x^y)  par  sa  valeur, 


J 
arc  tanii  -  „ , 


•^{a:,y 


A-     x'^  -\- y''  x'  -\-  J '' 

Si  nous  supposons  ^  ^  o,  l'équation  se  réduit  à 

.J 


arc  tang' 

r^  ^x 


/■     x^  +  y^ 
ou,  posant  x  =  u  cosw  et  y=  u  sinoo, 

ku- 

La  surface  représentée  par  cette  équation  est  assez  re- 
marquable :  les  sections  horizontales  sont  des  spirales 
analogues  à  celle  d'Archimède;  les  sections  faites  par  des 
cylindres  de  révolution  autour  de  l'axe  des  z  sont  des  hé- 
lices^ les  sections  faites  par  des  plans  passant  par  cet  axe 
sont  des  courbes  hyperboliques  qui  ont  pour  asymptotes 
l'axe  des  z  et  la  trace  du  plan  sécant  sur  le  plan  des  xj  5 
la  courbe  de  plus  grande  pente  est  représentée  par  l'é- 
quation 

u  =  C^-"'  . 

Il  y  a  plus  :  quel  que  soit  le  point  de  l'axe  des  x  sur  lequel 
on  place  un  point  pesant,  la  trajectoire  de  ce  point  sera 
une  hélice.  C'est  ce  qu'on  reconnaît  aisément  en  prouvant 
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que  loutes  les  hélices  de  la  surface  vérifient  l'équalioii  (i), 
si  p»  =  \J  ■2^z  . 

Catalan,  Journal  de  M.  Liouville,  t.  XI,  p.  212  j  1846. 

3.  Trouver  V équation  générale  de  la  courhe  brachisto- 
chrone  pour  un  point  pesant  assujetti  à  se  mouvoir  sur 
une  surface  quelconque.  Examiner  en  particulier  le  cas 
d^une  surface  de  révolution  autour  d'un  axe  vertical. 

Soient  Taxe  des  z  une  verticale  dirigée  dans  le  sens  de 
la  pesanteur,  Zq  et  Zi  les  ordonnées  du  point  de  départ  et 
du  point  d'arrivée,  et 

F(^,J,  z)=o 

Téqualion  de  la  surface. 

Le  mobile  partant  du  repos,  sa  vitesse  est  donnée  par 
la  formule 

(<  =  — =  v/2g-(2  —  zo); 

par  conséquent  l'intégrale  qu'il  s'agit  de  rendre  un  mini- 
mum est 

ds 


f 


y/ag- 


Le  problème  consiste  dans   une  simple  application   des 
formules  du  calcul  des  variations. 

Nommons /?  et  q  les  dérivées  partielles  —•,  — -  que  l'on 

lire  de  l'équation  de  la  surface,  et  posons 


s/l+p-'^q'^^^ 


d\ 

=  ,        M'  : 

dp 
les  dérivées  étant  ici  des  dérivées  partielles. 


rfV  dY  ,        r/V  „        d\ 

M  =  -—  ,      N  =  —  ,      M'  =  —  ,      ^  =  -1- 

d.K  dp  dj  d(j 
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Pour  que  riiitégrale  soit  un  minimum,  il  faut  que  les 
ordonnées  x^  y,  z  d'un  point  quelconque  de  la  trajec- 
toire, outre  qu'elles  vérifient  l'équation  de  la  surface,  vé- 
rifient encore  Féquation  différentielle 

rfNWF        /...       d^'\dF 


M —  =    M'  — 

dz  )  dy  \  dz  j  dx 

dans  laquelle  -—  •>  ■——  représentent  des  dérivées  totales, 

(IZ         ctz 

prises  en  considérant  .r,  y,  ^  et  ^  comme  des  fonctions 
de  z. 

Nous  avons 


M 

d^ 
~  d^ 

d^' 
dz 

_d                          p 

M' 

^^    \J  ï  -h  p'  H-  r/-  sjlg[z  —  z„) 
_d                                 q 

dz     ^/,   +^y-'+   ^y.  yaor^-  —   z,) 

en  sorte  que  l'équation  différentielle  est 

d¥  dx  dF   ,  dy 

(l)  d =z  ■ — d- 


^y      ds^:Lg[z  —  s„ )        ((•'^       d.s  sJq. gjz  —  z~) 

On  pourra  éliminer  une  des  coordonnées  x,j  h.  l'aide  de 
l'équation  de  la  surface:  alors  on  aura  une  équation  dif- 
férentielle du  second  ordre  entre  deux  variables.  L'inté- 
grale de  cette  équation  contiendra  deux  constantes  arbi- 
traires dont  on  disposera  de  manière  que  la  courbe  passe 
au  point  de  départ  et  au  point  d'arrivée. 

Dans  le  cas  d'une  surface  de  révolution  autour  de  Taxe 
des  s,  on  a 

F  =  X'  ^ y-  —  <^{z) , 

dF  __  dF  __ 

dx  '      dy 
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par  suite  l'équation  (i)  devient 

dx  dy 

jd' ■  —  xd' 


ds  sj  z  —  Zo  ds  \jz 

Jj'intégrale  première  est 


(2 )  ydx  —  xdy  =  ds  s/z  —  Zo X  consî. 

Si  l'on  substitue  à  x  et  à  j  les  coordonnées  polaires  r 
et  9,  liées  par  les  relations 


il  vient 
d'ailleurs, 


ydx  —  xdy  =  r^  dB  ; 


_ ç  . v'dt 

par  conséquent  Téquation  (2)  peut  s'écrire 

C  étant  une  constante. 

Sous  cette  forme  elle  nous  montre  que  l'aire  décrite  à 
chaque  instant  par  la  projection  du  rayon  vecteur  sur  un 
plan  horizontal  est  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse 
du  mobile. 

La  même  équation  nous  fait  voir  que  le  rapport  de  v 

à  —  augmente  indéfiniment  à  mesure  que  \^  diminue  ou 

que  l'on  considère  un  point  plus  rapproché  du  point  de 
départ.  Il  en  résulte  que  toute  brachistochrone  sur  une 
surface  de  résolution  est  tangente  au  méridien  du  jjoint 
de  départ. 

On  a,  pour  toute  époque, 


rfôzzrC    /      —dt 


■■£i 
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Or,  si  le  point  d'arrivée  est  sur  le  méridien  du  point  de 
départ,  le  premier  membre  de  celte  équation  est  nul  r,  d'ail- 
leurs l'intégrale  qui  figure  au  second  membre  ne  peut  ja- 
mais être  nulle,  vu  que  tous  ses  éléments  sont  positifs; 
donc,  dans  ce  cas,  C  =  o.  On  en  conclut  que,  quand  le 
point  de  départ  et  le  point  d'arrivée  sont  situés  sur  un 
même  méridien,  la  brachistochrone  entre  ces  deux  points 
n'est  pas  autre  chose  que  le  méridien  lui-même. 

L'intégrale  de  l'équation  (2)  peut  toujours  se  rame- 
ner à  une  quadrature.  En  effet  cette  équation  peut  s'é- 
crire 

or,  ci  l'on  pose  ■" 

d'où 


ds=  )/dz'  +  dr'-h-  r'dQ'  =  \/[i  -h/'  (zY]dz'  -h/iz}' dô\ 

on  pourra  facilement  la  résoudre  par  rapport  à  dO,  et  en 
tirer  l'intégrale 


J(Z  —  -So 


Lorsque  la  surface  est  un  cylindre,  la  réaction  qu'elle 
exerce  sur  le  mobile,  étant  horizontale,  n'a  aucune  in- 
fluence sur  la  vitesse.  Il  en  résulte  que,  si  l'on  développe 
le  cylindre  sur  un  plan  vertical;,  la  brachistochrone  sur 
le  cylindre  restera  brachistochrone  sur  le  plan.  Ainsi  la 
première  courbe  a  pour  transformée  une  cycloïde. 

Roger,  Journal  de  M.  Liouville^  t.  XIII,  p.  4^  j  i84^- 

4.  Déterminer  le  mouvemenl  cVun  point  pesant  lancé 
le  long  d'une  surface  qui  est  de  révolution  autour  d'un 
axe  vertical. 

Conservons  la  notation  du  problème  précédent,  et  sui- 
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vons  de  point  en  point  la  méthode  générale  indiquée  au 
commencement  de  cette  section.  Nous  arriverons  aux 
deux  intégrales  premières 


r-'M  =  Cdt. 


■oh 


Cette  dernière  intégrale  pouvait  se  prévoir  ;  car  le  mobile, 
considéré  comme  un  point  libre,  est  sollicité  seulement  par 
deux  forces,  l'une  verticale  et  constante,  l'autre  dirigée 
constamment  vers  l'axe  de  révolution.  Or  cette  dernière 
force,  en  projection  horizontale,  est  dirigée  vers  un  point 
fixe  et  fonction  de  la  distance;  par  conséquent  la  projec- 
tion horizontale  du  mobile  est  assujettie  aux  mêmes  lois 
qu'un  corps  sollicité  par  une  force  centrale. 

Ces  intégrales,  jointes  à  l'équation  de  la  surface  et  à  la 

relation 

dz'  +  dr-  +  r^rfô'^ 

''= -drr ' 

nous  donnent  une  relation  entre  6  et  z  qui  détermine  la 
trajectoire, 


V/(^)  v> 


dz  . 


Il  sera  maintenant  facile  d'obtenir  z,  r  et  9  exprimés 
en  fonction  de  t  par  des  quadratures, 

EuLER,  Mec/i.,  t.  II,  p.  488, 
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